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Abstract: This paper investigates some Initial Buandary Value Problem (IBVP) of pseudoparabolic equations 
with nonlinear nonlocal source. Firstly, the authors prove the existence and uniqueness of local solutions of 
the IBVP. Secondly, authors derive the blow up property of solutions under certain conditions. Finally, they 
show the growth rate of solutions near the blow up time. 
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摘  要：本文研究带非线性非局部源项的伪抛物型方程的一类初边值问题。首先证明了模型局部解的

存在唯一性，然后证明其解在一定条件下的爆破性质，最后给出两个特殊源项问题解的爆破速率估计。 
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1. 引言 

形如 

 dt tu u u f u


      x ，   , 0T ,x t Q T   (1.1) 

的 PDE 是带有非线性非局部源项  df u x
 的伪抛物

型 方 程 ， 其 中 是 Laplace 算 子 ， tu
u

t





，

 1 2, , , n
nx x x x R 



 S  ， 是 的适当光滑

的边界， 为有界区域。 

 

本文考虑方程(1.1)的带有齐次 Dirichlet 边界条件

或齐次 Newman 边界条件： 

 , 0u x t  或 

 , 0
u

x t






, ,     , 0Tx t S T     (1.2) 

和初始条件 

   0,0 ,      u x u x x

的初边值问题(1.1)~(1.3)，其中
u





是 的外法向导

数，



 0u x 为已知光滑函数。 

伪抛物型方程可以描述二阶非平稳流模型[1,2]，可

以描述传导问题中双温控制模型[3]，还可以描述长波

的非线性弥散模型[4,5]等。正是因为其物理应用背景非

常广泛，对其研究在不断发展[6-9]。 

伪抛物型方程解的定性理论已有很多文献作了系

统深入的研究，但研究类似于方程(1.1)的含有非线性

非局部源项的伪抛物型方程的初边值问题(IBVP)解的

爆破性质的文献相对少一些。 

本文将在讨论问题(1.1)～(1.3)的局部解的存在唯

一性的基础上，讨论在一定条件下，局部解在有限时

刻发生爆破的性质，最后讨论有关特殊问题的解发生

爆破的 Blow-up 速率估计。              (1.3) 
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2. 局部解的存在唯一性 

本文将作以下基本假设： 

(I) 函数    2f s C R

 

且 ，初始函数

非负且有界； 

  0f s 

  2
0u x C 

(II) 且  0f s   f s 是凸函数，
 0

1
ds

f s


  。 

问题(1.1)～(1.3)中，当边界条件为齐次 Dirichlet
边界条件时，记为 IBVP(PD)；当边界条件为齐次

Newman 边界条件时，记为 IBVP(PN)。 

为后面定理证明的需要，这里先给出两个引理。 

引理 2.1[10] (最大值原理)设 ， ,h x t  ,k x t 均非

负，且  ,u x t 是线性初边值问题 

     

          

     0 0

, , , Q 0,

, ,  , , , , 0,

,0 , 0,   .

t t T

T

u u u h x t x t T

u
u x t k x t x t k x t x t S T

u x u x u x x



       


     


  

或 




,

 

 
的解。如果 ，则   , e 0tk x t k

 , 0u x t   

对所用   , 0T ,x t Q T   成立。 

引理 2.2[10] 设 是伪抛物型方程初边值问题  ,u x t

   
        
   

2

2

0

0, ,

, , ( ) , 0,

,0 .

t tu u u u x t L

u x t g t g t C C T

u x u x



       
   




 

的解，则 

  0max ,
L L

u M T u  ，  0,t T   

其中    0
sup

1

t

t

L

g e g
M T

e 









。 

下面推证 IBVP(1.1)～(1.3)的局部解的存在唯一

性。 

定理 2.1 假设条件(I)和(II)成立。若 IBVP(1.1)～

(1.3)存在上解  ,u x t ，则对某个 ，0T  00,t T ，

IBVP(PD)和 IBVP(PN)均有唯一非负古典解。 

证明：解的存在性的证明可以参考文献[10]，这

里主要利用引理 2.1 和引理 2.2 证明解的唯一性。 

设 和 都 为 IBVP(1.1) ～ (1.3) 的 解 ， 令

，则 w 满足 
1u

1 u
2u

2w u 

 

     

 

0, , Q

, 0  , 0, ,

,0 0, .

t t

T

w w w x t

w
w x t x t x t S

w x x



      


  


  

或  

T





   (2.1) 

对于 IBVP(PD)，由引理 2.2 知 ，故 IBVP(PD)

解的唯一性得证。对于 IBVP(PN)，将(2.1)中第一个方

程两边在 上关于 x 积分，再从 0 到 t 关于 t 积分， 

0w 



得  , d 0w x t x


 。由引理 2.1 知 ，故 IBVP(PN)

解的唯一性得证。 

0w 

证明完毕。 

为本文最后的讨论，这里给出 f 的两个例子。利

用定理 2.1，讨论其解的存在唯一性。 

例 A.   pf s s ， 。 1p 

对于 IBVP(PD)解的存在唯一性的讨论，根据定理

2.1，主要是寻找其上解。 

假设    u s t x ，其中  x 是对应于第一特征

值问题 

   
 

,

0,

x x x

x x

 


  
  

 

的特征函数，故只需寻求 t 的函数  s t 。 

设  1 maxK x ，  2 minK x ，

 dpK x x


  ，则可取常微分方程初值问题 

       

 

2

0
0

2

1 ,

max
0

p K
s t s t s t

K

u
s p

K

    

  


 

的解为  s t 。由此，构造了 IBVP(PD)的一个上解。 

例 B.   sf s e 。 

对于 IBVP(PD)解的存在唯一性的讨论，类似地可

构造上解    u s t x ，其中  s t 是常微分方程初值

问题 

       

 

1
2

0
0

2

1 exp    

max
0         

s t s t K s t
K

u
s p

K

 
 

      

  

,

 

的解。 
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3. 解的爆破性质 

本节主要讨论 IBVP(1.1)～(1.3)的局部解发生爆

破的条件。 

定理 3.1 设条件(I)和(II)成立，如果初值  0u x 充 

分大，则 IBVP(1.1)～(1.3)的解在有限时刻发生爆

破现象。 

证明：设  x 是第一特征值问题 

   
 

,

0,

x x x

x x

 


  
   

1

 

的特征函数，令 。将方程(1.1)两边同乘

以

 dx x



 x ，然后在 上积分，可得 

       1 a t a t f u x 


    d

0

 

其中 。      , da t u x t x x


 
由 Jensen 不等式知 

  1
d d .f u x f u x

 

 
     

   

记  1 max
x

K x


 ，则 

  1 d .a t K u x


   

因  f s 非负且非减，故有 

 
1

1 1
d .f u x f a t

K

  
       






 

由此可得 

       
1

1
1 a t a t f a t

K
 

 
       

.  

因此当 充分大时， 在有限时刻发生爆破，即

当 充分大时，IBVP(1.1)～(1.3)的解在有限时刻

爆破。定理得证。 

 0a

x

 a t

0u

考虑以下形式的 IBVP(PD) 

   
   
   0

, , Q

, 0, ,

,0 , .

t t

T

u u u g t x t

u x t x t S

u x u x x

     
  
  

T


     (3.1) 

其中 ， 与解 有关，0 T     0g t   ,u x t  g t 是给

定函数，且在 上局部 Holder 连续。由已有结论

可知，若初值 ，则 IBVP(4.1)有唯一

局部古典解

 T

  2u x C 

 

0,

0  

    T ,1 2, t C C , 0u x  [11]。下面定理

主要给出了(3.1)解爆破的充分必要条件。 

引进函数记号 

   
0

d
t

G t g s s  ，    
0

d
t

H t G s  s 。 

定理 3.2 设  ,u x t 是 IBVP(3.1)的解， ，则 0 0u 

limsup
t T

u

              (3.2) 

的充分必要条件是 

 
0

d
T

g s s   .              (3.3) 

进一步，若(3.2)或(3.3)成立，则必有 

 
d 1

lim
1t T

u x

G t












 

其中 和  x 分别是第一特征值和第一特征函数。 

证明：首先证明若(3.2)成立，则(3.3)成立。因方

程(3.1)右边项  g t 和 x 无关，故可令 ，则易

知 v 满足 

v  u

 
     
   0

0, ,

, , ,

,0 0, .

t t

T

v v v x t Q

v x t g t x t S

v x u x x

    
  
    

T

 

其中     0 0
e e

tt sdg t u g s    s 。 

因 v u 在 ,
2

T
T

 
 

 上连续，且    0tg t e g 。

由引理 2.1 和引理 2.2，可推得 

      00 , max ,v x t M T u x   ,  

故 

 1 0v u C u x


     ， ,
2

T
t


 

T

      (3.4) 

对于固定实数 ，存在以原点为球心，以 R 为半

径的球

0R 

 R0,B ，使得  0,B R  。由线性椭圆型方

程最大值原理和(3.4)可知 

 
22

1 2

R x
u x C

n


   

作为下界比较函数，得到 

 
2

1,
2

R
u x t C

n
  .               (3.5) 

将方程(3.1)两边在区间 ,
2

T
T

 

 

上求积分，得 

     
2

, , ,
2 2

t
T

T T
u x t u x G t G u x s s

          
     d  

 , ,
2

T
u x t u x     

 
。 

由(3.4)和   0G t  知 

    1, ,          u x t G t C x   。       (3.6) 
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     1
d

1 tt g t u 


     因此由(3.2)成立可推得(3.3)成立。 y y  
若(3.3)成立，下面将要证明 

     d d
1tu y y u y y g t
 
 

     
   

 
d 1

lim
1t T

u x

G t












。            (3.7) 

     d d
1tu y y u y y g t
   
 

  
   

设 和 分别是满足 

   
 

,

0,

x x x

x x

 


  
  

     
1

t t G
 


   


t  


 

的特征值和特征函数，且   0x  ，  dx x


因此可得 1 。 

   
 

 2
.

1 1
t t

  
 

   
 

G t  
记      1

, ,
1

z x t G t u x t


 


， 

上面的方程可直接积分得到      , dt z x t x 


  x 。 

由 Green 公式可得 

   
 

     22 0
0 exp exp d 1 .

1 11

t s tt
t G s s

  
 

            
 C H t                  (3.8) 

  1 d dtu x u x g t   
 

    .  其中 为一正常数。 2C

另一方面，将方程(3.1)两边乘以  x 后在 上积分，

也可得到 

 记  du x a t


 ，可得 

         30

1 1
0 exp exp d .

1 1 1 1

t s tt
a t a g s s C G t


   

              
                 (3.9) 

其中 为一正常数。 3C

由(3.8)和(3.9)，推得 

       3 2

1
1

1
C G t a t t C H


     


t  (3.10) 

即 

 
 
 

  
 

23
11

.
1

C H ta tC

G t G t G t


  


    (3.11) 

由于  G t 单调非减，对 0  ，有 

 
 

 
 

0
d1

0

T 
G s sH t

G t G t





  


。 

由(3.3)可得 

 
 

lim 0
t T

H t

G t
 。 

因此(3.7)得证。同时易见若(3.3)成立，则(3.2)成立。 

定理得证。 

4. Blow-up 速率估计 

本节研究特殊情形的 IBVP(PD)解在发生爆破的

时刻附近解的爆破速率，给出其估计结果。为此设

  sf s e 或   pf s s ( )，T 是 IBVP(PD)解的爆

破时间。 

1p 

定理 4.1 若   , 1pf s s p   ， ， 充分

大，则 IBVP 
0 0u  0u

 
   
   0

d , ,

, 0, ,

,0 , .

p
t t

T

u u u u x x t Q

u x t x t S

u x u x x


      
  
  

 T


 

的解  ,u x t 满足 

 
 

 
2 1

1 1

1 1

lim max ,
t T

p p

C C
u x t

T t T t


 

 
 

 

其中 和 是两个正常数。 1C 2C

证 明 ： 首先 证明 定理 的左 边不 等式 。令

   max ,
x

U t u x t


 ，则 

  d ,pU t u x


                (4.1) 

由(4.1)易得 

   pU t U t   。            (4.2) 

将(4.2)两边从 t 到 T 积分，有 

 11
,

1
pU t T t

p
   


       (4.3) 
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令  
1

1
2 1 pC p      

 
 

，由(4.3)得 

2
1

1

.
p

C
U t

T t 




            (4.4) 

下面证明定理的右边不等式。将(4.1)两边从 0 到 t 积

分得 

   U t G t 。                (4.5) 

由 Holder 不等式，可知 

 
1

1

1d d d

p
p p

pp pu x u x x 





  

 
   

 
   。 

故存在常数 C，有 

 d d
p

pu x C u x
 

            (4.6) 

由(4.1)和(4.6)知 

   d  p

U t C u x


   。           (4.7) 

由(4.5)，(4.7)和定理 3.2，当 t 时，有 T

   1

1

p
pG t C G t


     

。          (4.8) 

将(4.8)两边从 t 到 T 积分，得 

     
1 11

1 1
1

1 ,   
1

p

p
p pG t C p T t t T




 
          

。(4.9) 

令  
1 1

1
1

1
1

1

p

p
pC C p




         
，由(4.5)和(4.9)，有 

 
 

1
1

1

,         
p

C
U t t T

T t 




 。      (4.10) 

由(4.4)和(4.10)知定理得证。 

用类似于定理 4.1 的证明方法，可以得到下面的

定理。 

定理 4.2 若   esf s  ， 0 0u  ， 充分大，则

IBVP 

0u

 
   
   0

e d , ,

, 0, ,

,0 , .

u
t t

T

u u u x x t Q

u x t x t S

u x u x x


      
  
  

 T


 

的解  ,u x t 满足 

    4 3ln lim max , ln
t T

C T t u x t C T t


     

其中 和 是两个正常数。 3C 4C
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