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Abstract: W-algebra is a family algebras which are used to describe the conformal field theory. Up to now, 
the structure theory and representation theory we have obtained are very little. In this paper, we investigate 
the highest weight representations over a W-type Lie algebra related to Virasoro algebra. 
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摘  要：W-代数是用来描述理论物理中的共形场论的一类代数，它的结构理论和表示理论我们都知之

甚少。本文研究一类与 Virasoro 代数密切相关的 W-型李代数的 高权表示理论。 
 

关键词：W-型李代数；Virasoro 代数；Verma-模 

1. 引言 

二维共形场论是理论物理和统计物理研究的重要内容。在研究二维共形场的额外对称的过程中，A. B. 

Zamolodchikov 在 1985 年引入了 W-代数。W-代数又被称为扩展的共形代数，主要用来描述共形场的对称性。它

不仅在二维量子场论中有着广应用，而且为研究可积系统提供了有力工具[1]。此外，W-代数具有丰富的代数结

构，与李理论的很多领域密切相关，比如 Virasoro 代数，Kac-Moody 代数，顶点代数，李超代数以及其它的很

多结合代数和非结合代数等等[2,3]。关于这类代数的结构理论和表示理论，只有少数几个具体的代数得到较深刻

的研究。例如，Virasoro 代数，超 Virasoro 代数，仿射李代数，Virasoro 顶点代数等[4-6]。而对于其它的 W-代数

结构和表示理论，我们还知之甚少。因此，研究与 W-代数相关联的无限维李代数的结构与表示对理论物理以及

李理论都具有一定的意义。本文研究一类与 Virasoro 代数密切相关的 W-型李代数的 高权表示理论。 

2. 一类与 Virasoro 代数密切相关的 W-型李代数 

本文我们用 F 表示特征为 0 的任意域，用 表示整数环。 
 

*资助信息：国家自然科学基金资助项目(No. 11047030，11171055)和河南省科技厅软科学项目(No. 112400430123)与基础与前沿项目(No.
122300410385)。 
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定义 1 W-代数 是一个无限维李代数，有一个 F-基以及以下李运算关系 
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这里 ， 是两个中心元素。显然， 可看作是无心的 Virasoro 代数的阿贝尔扩张，且同构于

Virasoro 代数和它的伴随模的半直积。在本文中，用域 F 的一个任意子群 G 代替 ，我们得到所谓的广义 代

数，记为

,n m



1 2,C C 
 

G 。为了书写方便，我们把    简单记为 。 
定义 2  G 是一个李代数带有 F-基 1 2, , ,L W C C G    满足关系式定义 1 中的李运算关系。 

这篇文章中，我们固定一个和群 G 结构相容的全序 ,即若“ ” x y ,则对于任意 ，都有z G x z y z  。

记  : 0G x G x    ，  : 0G x G x    。则  0G G G   。设是由 和 生成的 [G]的子代数。

定义一个满足以下条件的余向量 ，

0 0, ,L W C1 2C 
*    1oL  且      2 0C1OW C    ；其中 表示 的对偶空间。

对于任意的 ,令

* 
*          ,  H = ,H X  G X  G


H X  Q G和  。于是    n

G G ,其中

   , 0x xx
G C CW x G

    L  。 令    x G x
G G

   


，    x G x
G G

  
   ， 则 有 以 下 三 角 分 解

     G G G
 

    。 

对任意 x G ，注意到子群 x 继承了群 G 的序 ，也是一个全序的阿贝尔群。易知 

。对于任意的

“ ”

ax bx ,a b  ,a b  * :G G 0 ，显然， x G 。令 [ ]x  是 的由[ ]G 1 2{ , , , | }nx nxL W C C n
生成的 F-子空间。由下面的引理易知 [ ]x  是一个同构于 W-代数 的李代数，该引理直接验证即得。 

引理 3 对于任意的 n ，映射  : xf Z  : 
1

1
,0 24n nx n

x xL x L 


 
  ，

1
1

,0 224n nx n
x xW x W C


 

 ，

 1 1 2C xC C xC  2

可以唯一的扩张为 到  x  的李代数同态。 

3.  G 的最高权表示理论 

令   U G 是  G 的泛包络代数。令  M  为一个  G  模， *  ，且 是u  M  中一个满足

，对任意的 及 Hu uH  H    0G


u 和     G uM U  的非空向量。则  M  是一个具有 高权 的

 G  模。向量 u 被称为是相应于权  的 高权向量。易知任意的  G  模  M  都是一个权  G  模：

    x
x G

MM
 





  

，其中每一个空间   xM  


由向量
1 2

z z ,
k

zX X X u   
i

z iz
, , 1 ,

i

X U G  z


G i k   

生成。1 2z z kz    x  G 上的Verma 模  V  ， *  被定义为由代数  G 的子代数  G


 v所诱导的

的一维表示



 Hv  H v 对于任意的 ，H    0G v


 ，即     V U ，其中 P 是G Cv P     U G Cv

的一个子空间，由向量 XY v X Yv   ，其中    ,GX U   Y U G


  生成。   G U 在 V  上的作用

由  X Y v X  Y v ，   ,X Y U G 给出。不难验证   U G


 在  V  和     V U 上自由的作用，

即向量 

G v


  

XY v X Yv   , 

其中    ,X U G    Y U G


  生成。   U G 在  V  上的作用由  X Y v XY v   ，   ,X Y U G  ，

  ,X Y U G  给出。不难验证   GU 在  V  和     V U 
L L

G



,W L v
v上自由的作风。即向量 

2 1 2n kx x x y y y      W W  

其中  , 0 , ,i js k x y G   和 1 20 sx x x   ， ，1 ,1 20 ky y y   1i s j k    构成空间  V  的

一组基。于是我们有分解 
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    x
x G

V V
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其中   xV
 




是一个由基
2

 
1 2

,
n k

x x x y y yW W W L L L v       1 1s kx x y y x       构成的向量空间。易知  V 
是一个具有 高权，的模且由 Verma 模。下面的两个引理描述了  V  的性质，直接计算可得。 

引理 4 记  P m 为数m的拆分数，易得 

       
0

dim , 0 1
n

n
m

V P n m P m P 




   . 

引理 5 对于任意的具有 高权 和 高权向量 u 的  G  模  M  ，存在唯一的  G  同态  ( )V M 

把 v 映到 u。 

因为   xV
 




， 0x G G  是一个关于算子 L0 对应特征值 x  的特征子空间，则对于任意的  V  的真

子  G  模V ，有
0

x G G xV V


    ，其中     V U G   v 。从     GV U  v 可得
0

x G G xV V


    ，因此  V 
有唯一的极大真子模。记  V  的这个因子模为  L  。 

4.  G 上的 Verma 模的可约性 

令 为 1 2, , ,V c c    G 上的一个由 高权  1 2, , ,c c  和 高权向量 v 生成的 Verma 模，即 

    1 2, , ,V c c U G    v 0 0 1 1 2, , ,L v v W v v C v c v C v c v及 2     。在本节中，我们将决定 的可约性。  1 2, , ,V c c  
回忆 是一个 Abel 群的整序。记 ,G     | 0B x y G y x    其中 x G 。如果对于任意的 x G ，都有

，则称序“ ”是浓的；如果存在某个 a # B x    G 使得  B a  ，则称该序是离散的，此时 被称为 G
的极小正元素。我们将用文献[2,4,7]的方法来研究

a

 G 上的 高权表示。首先我们做一些准备工作。 

引理 6 假设的序“ ”是浓的。令 v是 中具有权 h的 高权向量。令  1 2, , ,V c c     U Gu  是

中的任意给定的权向量。则存在一个具有权

 1 2, , ,V c c 
 的权向量    0U G uu  满足 

1 1
1

, ,
0

s s
s

x x x x
x x

u a W W   
 

 v (有限和)对于某些  
1

*
, , 0

sx xa F F 

yL v

。 

证明 由(3.1)，对于每一个m ，令 
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易得 ,x m m x mL V V W V V  m ，其中 x G 。我们可以把 写作 0u
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对于某些 。令
1 1

*
, , , , ,s kx x y ya F   1 1, , , , ,: max 0

s kx x y yr k a  0r  。若  ，则断言显然成立。假设 ，且写

，其中 

1r 
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令 x G 使得  1min 0pjx j a  。则 
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若    1 1, , , ,s sx x x x   且    1 1, , , ,k ky y y y   ，则 
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1 1 1i i i rP x j j j j jW W L L L L
        和

1 1 1s s s rp x y y y y yW W L L L L
            

1

 

对于1 , 线性相关。因此i s r  1 00 : x ru W u V    。同理，像(4.3)一样,令  1 1 2mod ru u V  ，则 1 0u  。对于

我们定义如下并可以用归纳法严格证明 2, ,k r

 1 1: modk x k r k k k r k ku W u V u u V u       , 0  

令 ，可得 。自此完成了引理的证明。   k r 00 ru V 

定理 7 令 1 2, , ,c c F   。对于 的浓序“”，Verma 模G  1 2, , ,V c c  是不可约的  G  模当且仅当 2 0c  。 

证明 设 的定义象(4.1)一样。令u   11 , ,: , , 0
ss x xX x x a    。我们在 X 上定义全序“ ”如下：对于

任意的



   1 1, , ,s s, ,x x x x  X  ，若   s t ，令 0ix  其中 1, ,i t s   。于是可得 

   , , )x1 1s, ,x x x x k      ，1 满足k s  k tx x 且 t kx x 对于 t k 。令  2 1 1, , , ,0e e e  
0 0k ke e 是 X

中的唯一极大元素。 

设 。显然2 0c   2Fg : ,span W C G   是  G 的一个理想，  G 上的 Verma 模 由一个真子

模 满足商模

 1, , ,0V c  
  V   1, , ,0U g c      1 ,g V  1, , ,0 , ,0U c  V c 是广义 Virasoro 代数 

Vir[G]: =    1,Fspan L


C G G g    上的单的 Verma 模，它的不可约性已经由文献[3]完全解决。因此上面

的定理实际上由 G 上的所有 Verma 模决定。 

假设 。令 使得2 0c  y G     01 1 1 2 1, , , kx G e y x e x x x x X       

0k
*



。 

则 。对于某些 ， 
1 1 1 1 10 0

1 0

, ,
, ,

:
k k

k
e y x x e y x x z z

x x G
u L u a L W W v a W W v



  


    


  a F

其中 满足 0 02 1 2 1, , , ,0k kz z z z z z z       00 31,2, , , , , ,i kz i k e e e y   2 。 

i) 若   0 21,2, , 24 1iz i k c    ，则 

  
10

0 0
kZ Zfv L L u U G u    ，其中  0

2 *
2

1

1
2 1

12

k

i ii
f z z c a



       
 

F  

ii) 若存在某个 2 024 1,1iz c i   k 。假设   01 ,i kz z k k k i     。否则我们仅需循环下面的证

明即可。令 

 2 1 10 0

1
3

1 2
1

1
: 2

12i k k i

i

z z z n n n z z z
n

w L L L u a z z z c W W W v




 


      
 

  0    

其中 。取*a F x G 满足 。则 0,i kz x z i k k  

   
0 1 10

1
3

2
1

1
: 2 2

12i k i

i

z x i n n n zk z z x
n

w L w a z x z z z c W W W W v
 



  


        
 

  0     

和   0 0 1 1 2, , , 24 1k k iz z z x u c       。如果我们取 u为 w，则问题变成情形 i)。因此在任意情况下都有

   0v U G u  ，所以 是不可约的。  1 2, , ,V c c  
假设 G 的序“ ”是离散的带有一个极小正元素 。则 。对于任意的 a a G x G ，若 x na 对于任意的

，则n x a  。令  :G x G x Za    ，G G   ， 0G Za 。易得 0GG G G    。群 的离散序的

简单的情况是 ，在这种情况下， 的 Verma 模

G
G     ,c c0,0,V 的不可约性由文献[7]给出。 

定理 8 若 ，则 是可约的，且0c  0,0, ,V c c    1 1U L v U W   v 是  0,0, ,V c c

c

的一个真子模；Verma 模 

 , , ,V c  是不可约的当且仅当对于任意的非零整数 ，都有n  31
1 2

12
n c  0   。 

对于任意的 x G ，令     1 2, , ,V c c U x     v 是  1 2, , ,V c c  的由一个 高权 v 生成的  x   子模。则

   1 2, 0c c , ,aG V   。 
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引理 9 作为一个  G  模，有 

 
1 1

1 1
1 2 1 2 1 2, , , , , ,

24 24x
x x x xV c c V x c x c xc xc   
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引理 10 设 G 的序“ ”是离散的带有一个极小正元素 。设a  1 2, , ,aV c c  是一个不可约的  a   模。 

令 为 中任意不为零的权向量。则0u Fv  1 2, , ,V c c       1 2 0, , , 0aV c c U G u    。 

证明 记 对于某些 1 1

1 1 1 11 1

, , , , ,
0 , , , , ,
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, , , , ,
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x x y yb F     
  。若   1

1 1

, , , , ,
1 , , , , ,: , , 0x k

s k

x x y y
k x x y yJ y y b           

  ，令  1

1 1

, , , , ,
1 , , , , ,0 : min 0x k

s k

x x y y
x x y yy y b      
  ，则存在某个

满足 m
   1 1

1 1 1 1

, , , , , , , , , ,
1 , , , , , , , , , ,0 0x k x k

s k s k

x x y y x x y y
lx x y y x x y yy b x b l                

    ,   , 

其中  0y ma   。令  1

1 1

, , , , ,
0 , , , , ,max 0x k

s k

x x y y
x x y yn k b      
   ，根据引理 6，则有 
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s s ks k
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x xn
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对于某个 。 ， 自然地有1

1 1

, , *
, , , , ,

s
s k

x x
x x y yb   
  F J   0u u的形式。令   1

1 1

, ,
1 , , , , ,: , , 0,s

s k

x x
s x x y yQ x x b s t    

  ，其中 

 1

1 1

, ,
, , , , ,min 0s

s k

x x
x x y yt s b   
   。若 t = 0，因为 u

1 2 ,e

是一个权向量，定理显然成立。设 ，则Q 。我们再一次

象(4.4)一样在 上定义整序“ ”。e e ，为Q 中的唯一的极小元素。对于

1t 

t

 

Q    1 2: , ,0te e e e e           m，

令 

1 1 1
' , , ,

:
s s

l i r

m x x x x
x G x y a s m

V FW W W W L L
 

      
  

  


  
ky y v  
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1 1 11 1
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mods
s s ks k
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x x x x y y tx x y y
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   V . 

于是 
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' 1 1 11 11 11
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1 : mods
s s ks k s

l
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x x
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其中 。定义
   1

1

1 1

, , *
, , , , ,

s
s

s k

x x
x x y yb F
 

              1
2 , , te e e

1 1
1

1 1

,1 1 1
1 , , , , ,, , 0s

s k

x x
s x x y yx b 

  Q x ，    。由假设和  G 的李括号关

系有 ，因此 。而且 是 中唯一的极小元素。 
   1

1

1 1

, ,
, , , , , 0

s
s

s k

x x
x x y yb 
 

 1Q    1e  1Q

对于 ，我们可以类似的定义和利用归纳证明： 2,3, ,n   t

1i) 令 。则对于某个   :
ne au n L u n 

   1 1
1

1 1

, ,
, , , , , 0s

s k

x x
x x y yb 
  ，有 

 
   

     
 

1

1 11 1
11

,
1, , , , ,

,
, ,

mod
n n

s
n n s ks k n

l
i j

x x
a x x y y t nx x y y xx

x G
x y Z a s t n

u s b W W W W W L L v V



      

  

  
     . 

ii) 令                  1: , ,n
n te e e

1

1 1

, ,
1 , , , , ,: , , 0

n n
s

s k

n n n x x
s x x y yx b 

 Q x ，而且    为 中的唯一的极小元素。令 nQ n t  

且记 是一个权向量，则 tu       00 at U G u V c c   u  1 2, , , ，这是(4.7)所需要的。 

定理 11 令 1 2, , ,c c F   。相对于 的带有极小正元素G  的离散序“ ”，Verma 模 是一个

不可约的

  1 2, , ,V c c 

 G  模当且仅当V (cf. (4.6))是一个不可约的 , , c  1 2,ca  a   模。 
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证明：设序“ ”是离散的。因为           1 2 1 2( ), , , , , ,aU a GV c c U G V c c   
     ，因此  G  模 

的不可约性可推出 1 2, , ,V c c    a  模  1 2, , ,aV c c  的不可约性。相反地，由引理 10，  G  模   1 2, , ,c cV  
的不可约性可以立刻得到。 

至此，定理 7，8，11 完整地刻画了  G 的 Verma 模  1 2, , ,V c c  的不可约性，不管群 G 全序是离散的或

是浓的。 
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