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Abstract: Let  be a triangular ring. We say :   is a Jordan derivable map if  

         AB BA A B A B B A B      A   for every ,A B . In this paper, we show that every 

Jordan derivable map on triangular rings is a derivation. As its application, we get a Jordan derivable map on 
irreducible CDCSL algebras or nest algebra is a derivation. 
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摘  要：设 是一个三角环。我们称 :  


(无可加或连续假设)是一个 Jordan 可导映射，若对任

意的 有,A B         AB BA A B A B A    B A B   。本文我们证明了三角环上的 Jordan

可导映射是导子。利用此结论我们得到不可约 CDCSL 代数上或套代数上的每个 Jordan 可导映射是导

子。 
 

关键词：Jordan 导子；CDCSL 代数；三角环；套代数 

1. 引言 

研究环或代数上的可乘映射何时可加是一个有趣的问题。开创性的工作由 Martindale 在文献[1]中所做。在

此文献中他证明了从一个包含非平凡幂等元的素环 到一个任意环  的可乘双射 (即      AB A   





B ，

)是可加的。随后，Martindale 的结果被推广到了 Jordan 可乘映射的情形。文献[2]中作者证明了如果

是维数至少是 的巴拿赫空间上的一个标准算子代数，那么 上的每个 Jordan 可乘映射 (即 

,A B 

2 

          1 1

2 2
AB BA A B B A

        
 

， ,A B  )是可加的。文献[3]中我们证明了维数至少是 的希 2

尔伯特空间 H 上的自伴算子空间或套代数上的每个 Jordan 可乘映射是可加的。 

在这篇文章中我们考虑导子的情形。令 是一个环，  是 到其自身的一个映射，我们称  (无可加或连

续假设)是一个可导映射，若对所有 有,A B      AB A B  A   B ；如果对所有 有 ,A B

         AB BA A B A B      B A B  A 则称 是一个 Jordan 可导映射。一个可加的可导映射称为一个

导子，一个可加的 Jordan 可导映射称为 Jordan 导子。文献[4]作者证明了包含一个非平凡幂等元且特征不是 的

素环上的每个可导映射是一个导子。后来，侯在文献[5]中证明了三角代数上的每个可导映射是一个导子。陆在

2
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文献[6]中证明了包含一个非平凡幂等元且特征不是 的素环上的 Jordan 可导映射是可加的，进而它是一个导子。

本文中我们将刻画三角环上的 Jordan 可导映射，证明三角环上的 Jordan 可导映射是导子。利用此结论我们证明

了不可约 CDCSL 代数上或套代数上的每个 Jordan 可导映射是导子。注意到三角环既不是素环也不是半素环。 

2

我们固定一些记号。称 是 H 上的一个子空间格，若 是 H 上包含 和0 I 的投影族，且对运算 和 封闭。

一个全序子空间格被称为一个套。希尔伯特空间

 

H 上的一个子空间格 称为交换子空间格或者 ，若 中的

投影彼此可交换。如果

 CSL 

 :P Q Q P_   对每个 P且 0P  成立，或等价地  _P Q P  : ,Q Q  对

每个 且 成立，则称子空间格 是完全分配的。给定P P I  H 上的子空间格 ，相应地子空间格代数 

  lg , ,A T H TP PTP P        

显然， 是lgA   H 中含单位元的弱闭子代数。称 是一个 CSL 代数若 是一个交换子空间格。如果 是

完全分配的 CSL 代数，则称 是一个 CDCSL 代数。CSL 代数 是不可约的当且仅当它的换位是平凡

的，即

lgA  

lgA  lgA 

 lgA I   。 

2. 主要结果和证明 

在这一部分，我们将刻画一些自反代数上的 Jordan 可导映射。首先，我们来研究三角环上 Jordan 可导映射

的可加性。 

定义 2.1 设 和 是有单位元的两个环且其单位元分别为  1I 和 2I ， 是忠实的  -双模，即 是

-双模，且对任意的

 


,  

 ,  A , ，对任意的 0A   B ,  0B 0B   。代数 0A 

 , , : , ,
A M

Tri A M B
B

 
0

      
  

       


1

0

I

在通常的矩阵加法和矩阵乘法下称为一个三角环。 

。 包含一非平凡幂等元 1 0

0 0

I
P

 
  


，我们称之为 显然三角环 是有单位元的，其单位元是

2

0
I

I

 
 



标准幂等元。我们把 和 看作,    , ,Tri    的子集。 

下面是本文的主要结果。 

定理 2.2 设 是特征不是 2 的三角环。则映射 , ,Tri     :   是一个 Jordan 可导映射(即对任意

的 ，,A B          AB BA A   B A B B B A A  )当且仅当 是一个导子。  

证明 充分性是显然的。下来我们证明必要性。为了方便和阐述清楚，我们把证明过程分为若干个步骤。在

接下来的证明中，设 是 中的标准幂等元。令P  1PP  和 2 1P I P  。 

断言 1 。  0 0 

由            0 00 00 0 0 0 0 0 0        0 0  知  0 0  。 

断言 2    ,P P S  ， 。 S 

对任何 ，我们有 M 

           .M PM MP M P M M P M P        P  

等式左边和右边分别乘以 和P I P 得 

     0.P P M P I PM                                     (2.1) 

对任何 ，通过第一步我们有 B

         0 .PB BP P B P B B P B P                                (2.2) 
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给这个等式两边同乘以 I P ，我们有        0I P P B B P I P   

  0P P M
 。由于 的特征不是 的，因此 

。由(2.1)我们有

 2

      0I P P I P    。又因为是的忠实左模，所以 。因此， P P 0P 

       ,P P P I P   P P P I P  。令   S P P I P  ，则    ,PP S 。 

对所有的 ，定义映射A      : , A A AS SA       。那么   0P  且 

         AB BA A B A B B A B A           

对所有的 成立，即,A B 仍是一个 Jordan 可导映射。因此，不失一般性，在下面的证明过程中我们假设

。   0P 

断言 3 对所有的 ，M      M P M I P   。 

对任意的 ，由于M         M PM MP M P P M       。因此        0P M P I P M I P     ，

   M P M  I P  。 

断言 4 。   0I P  

由等式         0 P I P I P P P I P I P P         知 

      0P I P P P I P I P                                 (2.3) 

另一方面，对任何的 ，由(2.3)我们有 M 

      
          
     

M M I P I P M

M I P M I P I P M I P M

M I P M I P

 

  

 

   

       

   

  

因此，由断言 3 我们有 。由于 是 的忠实右模，因此   0M I P I P           0I P I P I P    。所以，

由(2.3)我们有      0I P I P   I P  ，  I P 0   。 

断言 5 对任何 ， ，A B    A P A P  ，        B I P B I P    。 

对任何 ，由断言 1 和断言 4 可以得到A            0 A I P I P A A I P I P A          ，因此，

        0I P P A I P  A I P    ，  A P A P B  ，类似地，对任何  我们有 

。     B I B I P     P

断言 6 对任何 ， ，A B      A M A M     ，      B M B M     。 

固定 ， 对任意的 ，由断言 5 我们有 A M  B

              
     .

A M B B A M A M B B A M A M B B A M

A M B B A M M B

    

  

          

    
 

另一方面 

             
           .

A M B B A M MB BM M B M B B M B M

A M B M B B A M

    

    

        

    


 

因此，对任何  B

              0.A M A M B B A M A M              

由此知 ，      2 2 0P A M A M P              1 2 0P A M A M P       对任何Y ， 

              
     .

A M Y Y A M A M Y Y A M A M Y Y A M

A M Y Y A M A Y

    

  

          

    
 

另一方面，由断言 3 我们有 
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A M Y Y A M AY YA A Y A Y Y A

A M Y A Y Y A M

   

    

       

    


 

由这两个等式知对任意的Y   

              0A M A M Y Y A M A M              

因此， ，      1 1 0P A M A M P           A M A M     类似地，     B M B M     对任何

， 成立。 B M 

断言 7 对任何      1 2 1 2 1 2, ,M M M M M      M 。 

由断言 4 和断言 6，我们有 

        
      
      
            
           

   

1 2 1 1 2 2 2 2 1 1

1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 1 1 2 2 1 1

1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 1 1 2 2 1

1 2

M M P M P M P M P M

P M P M P M P M

P M P M P M P M

P M P M P M P M

P M P M P M P M

M M

 

 

 

   

   

 

      

     

     

     

     

 

1

 

因此，对所有      1 2 1 2 1 2, ,M M M M M      M 。 

断言 8 对任意的 1 2,A A ， ，1 2,B B       1 2 1 2A A A A     ，     1 2 1 2B B B B     。 

我们仅仅证明第一个等式，第二个等式类似。对任何M ，我们有 

       
          
     

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 .

A A M A A M M A A

A A M A A M M A A M A A

A A M A A M

 

  

 

    

       

   

  

另一方面，通过断言 7 我们有 

              
               

1 2 1 1 2 2 1 1 1 1

2 2 2 2 1 2 1 2 .

A A M A M MA A M MA A M A M M A M A

A M A M M A M A A A M A A M

      

      

        

       
 

因此       1 2 1 2 0A A A A M        M对任何 成立，由断言 5 以及 是 的忠实左模，我们有  

     1 2 1 2A A A A     。 

断言 9 对所有 ， ， ，A M  B        A M B A M B       。 

对任何W ，由断言 5 我们有 

    
          
         .

A M B W W A M B

A M B W A M B W W A M B W A M B

A M B W B W M W W B W A M B



  

    

    

           

        

  

另一方面，由断言 5 和断言 6 可以得到 

    
         
           
                   .

A M B W W A M B

MW BW WB MW BW WB MW WM BW WB

M W M W B W B W W B W B

A M B W W A M B B W W B M W
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因此，对任何W  

                  0.A M B A M B W W A M B A M B                    

由此知                  2 2 10, 0P A M B A M B P P A M B A M B P                  

     
2 。类似地，对

任何          , 0Y A M B A M B Y Y A M B A M                  ，所以， 

        1 1 0.P A M B A M B P          

从而有        A M B A M B       对所有的 A， M ， B 成立。 

因此，由断言 7 到断言 9 知 是一个可加映射，即 是 Jordan 导子。因此， 是一个导子。 

由定理 2.2 我们可以刻画一些自反代数 上的 Jordan 可导映射。我们称 中的投影 是可比较的，若

对任何 ，要么 要么 P 。 

lgA   P

Q P Q Q

引理 2.3 如果 是一个包含非平凡可比较投影 P 的子空间格。那么 

(1) ，lgP A     lgP H I P A  。 

(2) P 是忠实的 (即对 中的元素 T，lgA     lg 0TPA I P  有 0TP  ，且    lg 0PA I P T  有

)。  I P  0T

证明 

(1) 因为 P 与中的元可交换，因此 P 设QlgA 假 ，  A PA I P 是    P H I P

如果Q P ， Q QAQ  那么

中的一个任意元。

。如果那么 0A PQ AQ QAQ 。因此，  PA I P lgA ，P 。  H   lgI P A 

 H(2) 由于 是一个素代数，因此(3)是正确的。 

凡可比较投影

由定理 2.2 和引理 2.3 我们有 

定理 2.4 令是一个包含非平 P 的子空间格， 是相应的子空间格代数。那么 lgA 

: A lg lgA   一个 Jordan可导映射(即是           , , lgAB BA A B B A B A A B A        A B  )当且

仅当 是一个导子。 

注意到套中的所有投影是可比较的，且由文献[7]知，套代数上每一个可加导子是线性的，从而是连续的。

因此由定理 2.4 我们有 

定理 2.5 令 是维 上的一个套， lgA 数至少是 的希尔伯特空间2 H 是相应地套代数。那么， 

: A lg lgA   一个 Jordan可导映射(即是           , , lgAB BA A B A B A B A A B A        B   )当且

仅当 是一个导子。此外，存在 lgT A  使得  A TA AT   对所有 lgA A  成立。 

接下来，我们刻画不可约 CD 上的CSL 代数 Jordan 可导映射 。为 结果，了证明这一 我们需要文献[8]中的

定理

6 令 是一个不可约 CDCSL 代数。那么 存在一个忠实投影

3.4。 

引理 2. lgA   P 。 

2.6

C 代数。那么

因此，由引理 和定理 2.2 我们有 

定理 2.7 令 lgA 是一个不可约的 CD : lg lgA A  是一个 Jordan 可导映射(即 

         , ,B BA A B B A B A A B A         lg )当且仅当A A B  是一个导子。 

数中套子代数的概念，它是在文献[9]中，Gilfeather 和 Larson 引入了 von Neumann 代 对 Ringrose 的套代数

概念的推广。令是复希尔伯特空间 H 上的一个因子 von Neumann 代数。中的套 是中包含 0 和 I 的

全序投影族，且 对投影的和 两种运算封闭。称一个套是非平凡的若它至少包含一个非平凡投影。相应于

套 的的套子代数记为 A lg , 它是中所有满足 PAP AP ， P  的元素构成的集合。当  H 

时， lgA  是希尔伯特空间 H 上的套代数。 

理 2.8 令定  是因 von Neumann 代数子 上的一个非平凡的套， lgA  是相应的套代数。那么 

: A lg lgA   是一个 Jordan 可导映射(即，           , ,AB BA A B A B A B A A B         lgAB  )
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当且仅当 是一个导

，下来我们证明必要性。与引理 2.3 的证明过程类似，我们可以得到对任何的非平凡

投影

子。 

证明 分性是显然的充

P 有   lgP I P A   且 P 是忠实投影。因此， lgA  是一个三角代数，由定理 2.2 可得 是一个

导子。 
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