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Abstract: Alternating series is a focal and difficult point in the mathematical analysis. It mainly includes the 
convergence theorems and the certification process. This paper focuses on discussing the relationships be- 
tween the rearrangement and the alternating series. Through the definition of almost monotonicity of series, 
the study explores in what conditions that a convergent alternating series still be convergent when it is rear- 
ranged, and gives relevant proof. 
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摘  要：交错级数是数学分析的重点和难点，主要内容包括交错级数的收敛定理和证明过程。本文主

要讨论交错级数的重排和数列之间的关系，通过给出数列的几乎单调性的定义来探究一个已收敛的交

错级数在何种条件下重排之后依然收敛，并且给出相关证明。 
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1. 引言 

什么是极限的两大基本问题？一个是极限存在的判定，另外一个是极限的求值。通常来说，只要知道了极

限存在，总有办法求出极限，哪怕是很复杂。因此极限存在的判定就尤为重要。在数学分析中，我们学习了莱

布尼茨的判别法，莱布尼茨判别法是一个非常重要的判别交错级数是否收敛的主要办法。但是，莱布尼茨判别

法也有自己的局限性，不是对任何交错级数都有效。莱布尼茨判别法是交错级数收敛的充分条件，而不是充分

必要条件。在参考了大量的相关文献之后[1-6]，我们发现数列的几乎单调性和交错级数重排有着密不可分的关系。

本文主要研究数列的几乎单调性和交错级数重排之间的关系，探究在何种情况下交错级数重排之后依然收敛，

以及把数列的几乎单调性推广到 Dirichlet 判别法和 Abel 判别法，并证明 Dirichlet 判别法的扩充定理和 Abel 判
别法的扩充定理。 
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2. 数列几乎单调性 

定义 1[7]：若数列 { }na 满足下列条件：存在正整数 0N ，对任意正整数 m ，当 0n m N> + 时，都有

( )n m n ma a a a≥ ≤ ，则数列{ }na 几乎单调增加(减小)。 
例如： 3,2,5,4, , 2 1,2n n+ ，是几乎单调递增数列，但不是单调递增数列。 
注意：定义中的 0N 如果存在，则不是唯一，因为任何比 0N 大的正整数都可以定义为 0N 。 
定理 2[7]：几乎单调有界数列极限必定存在。 
证：这里将文献[7]中的证明补充完整，即给出几乎单调递减有下界数列必有极限的证明。设{ }nb 是几乎单

调递减有下界的数集。由数列的性质可知一定会存在一个单调递减有下界的子列{ }knb ，又由单调有界原理得知，

该子列必有极限，不妨记其为 b 。下面证明数列{ }nb  
也以 b 为极限。由假设得知 nb b≥ ，否则必定会存在 0m ，使得

0mb b< ，则当 0 0km M m> + ，有 

0km mb b b≤ <  

与
knb 以 b 为极限矛盾。再次，对于任意 0ε > ，由 lim

knk
b b

→∞
= 知，存在正整数 0k ，使得当 0k k≥ 时，有 

knb b bε ε− < < +  

取
0 0kM m M= + ，则当 m M> 时 

0m kb b b bε ε− ≤ < < +  

所以 lim nn
b b

→∞
= 。证明完毕。 

3. Dirichlet 判别法和 Abel 判别法的扩充 

引理 1[8]：设{ }na 是单调数列，并且存在常数 0M > ，使数列{ }nb 满足对于任意 n 是正整数，都有
1

n

k
k

b M
=

≤∑ ，

则对任意 n 有不等式： ( )1
1

2
n

k k n
k

a b M a a
=

≤ +∑  

定理 3 (Dirichlet 判别法的扩充)：如果数列{ }kS 几乎单调趋于 0，而级数
1

k
k

T
∞

=
∑ 的部分和数列有界，则

1
k k

k
S T

∞

=
∑

收敛。 

证：由于
1

k
k

T
∞

=
∑ 的部分和数列有界，因此存在 0P > ，对所有的 k 属于正整数都有 

1

k

k
k

T P
=

≤∑  

对任意的正整数 k 和 m，
1

2
k m

n
n k

T P
+

= +

≤∑ 由前面的引理便有 ( )1
1

2 2
k m

n n k k m
n k

S T P S S
+

+ +
= +

≤ +∑  

由于数列{ }kS 几乎单调趋于 0，对任意给定的 0ε > ，存在正整数 N ，k N> 时就有
6kS

P
ε

< 。所以，对 k N>

和任意 m属于正整数都有
1

k m

n n
n k

S T ε
+

= +

≤∑  

根据柯西收敛准则得出级数
1

k k
k

S T
∞

=
∑ 收敛。证明完毕。 
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定理 4 (Abel 判别法的扩充)：如果数列{ }kS 几乎单调有界，且级数
1

k
k

T
∞

=
∑ 收敛，则

1
k k

k
S T

∞

=
∑ 收敛。 

证：由于数列{ }kS 几乎单调有界，由前面的定理得知数列{ }kS 收敛，不妨设其极限为 S ，则有 lim kk
S S

→∞
= ，

则数列{ }kS S− 几乎单调趋于 0。又知级数
1

k
k

T
∞

=
∑ 收敛，所以部分和数列有界。根据上面 Dirichlet 判别法的扩充

而知级数 ( )
1

k k
k

S S T
∞

=

−∑ 收敛，因此级数 ( )
1 1 1

k k k k k
k k k

S T S S T S T
∞ ∞ ∞

= = =

= − +∑ ∑ ∑ 收敛。证明完毕。 

4. 交错级数的重排 

定理 5：若一个满足牛顿莱布尼茨定理的交错级数以 k 项为一个单位，并且保持首尾不变，其中各项任意

排列，则重排之后的交错级数依然收敛。 
证：由已知 

1 2 0na a a≥≥ ≥ ≥  

且 lim 0nn
a

→∞
= ，设 nb 表示重排之后的级数的第 n 位数。 

若 k 是奇数，把重排之后的级数拆分为： 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1
0

1
2 2

0

1

0

: 1

: 1

: 1

n
nk

n

n
nk

n

n
k nk k

n

A b

A b

A b

∞

+
=

∞
+

+
=

∞
+

+
=

′ −

′ −

′ −

∑

∑

∑



 

共有 k 项。那么重排之后的交错级数可表示为： ( ) 1
1 2 3

1
1 n

n k
n

b A A A A
∞

+

=

′ ′ ′ ′− = + + + +∑   

设上述右边各项的每个交错级数的部分和为 1 2 3, , , , kσ σ σ σ ，容易知道上述每个交错级数都收敛，设极限

为 1 2 3, , , , kA A A A 。 
任意 0ε > ，存在 0N > ，当 kn n N> > 时，有 

, 1, 2, ,m mA m k
k
εσ − < =   

再证重排之后的级数以
1

k

n
n

A
=
∑ 为极限。设 

1 2 3k kS σ σ σ σ= + + + +  

对于上述的 ε 和 n ，都有 ( )1 2 3 1 1k k k kS A A A A A Aσ σ ε− + + + + ≤ − + + − <   
因此重排之后的级数依然收敛。 
若 k 是偶数，则把重排之后的级数拆分为： 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

1 2 1 2 1 2
0

2 2 2 2 1 1
0

:

:

nk nk k
n

nk n k
n

A b b

A b b

∞

+ + +
=

∞

+ + +
=

′ −

′ − +

∑

∑

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证明方法如上。证明完毕。 
定理 6：若以 2 3, , , , nk k k k 为一个单位，即第一部分以 k 项为一个单位，第二部分以 2k 项为一个单位，以

此类推， nk 可以为任意大，但不能为无穷大且之后以 nk 项为单位进行重排，则重排之后的级数依然收敛。 
证：由已知 

1 2 0na a a≥≥ ≥ ≥  

且 lim 0nn
a

→∞
= ，设 nb 表示重排之后的级数的第 n 位数。 

若 k 是奇数，把重排之后的级数拆分为： 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0

0

0

2 2
1 2

1

1
0

1
2

10

3
20

1

1

: 1

: 1

: 1

: 1

n m

m

n m

m

n m

m

n mk k k
m

n n

kn

n n

kn

n n

kn

n n

k k k k
n

A b

A b

A b

A b b

=

=

=

 + + +∑ 
= 

=

+

 
+ =  

 

 
+ =  

 

+

+ +
=

∑

∑

∑

′ − +

′ − +

′ − +

′ − + − +

∑

∑

∑

∑











 

共有 nk 项。那么问题就转化成定理 5 的问题，而且确保前
1

2 11
1

n
n kk k k

k

+ −
+ + + + =

−
 个数都可以取尽，那么重

排之后的交错级数可表示为： ( ) 1
1 2 3

1
1 n

n
n k

n
b A A A A

∞
+

=

′ ′ ′ ′− = + + + +∑  设上述每个交错级数的部分为 1 2 3, , , , nk
σ σ σ σ 。 

容易得知上述每个交错级数都收敛，设极限为 1 2 3, , , , nk
A A A A 。任意 0ε > ，存在 0N > ，当 nk n N> > 时，有 

, 1, 2, , n
m m nA m k

k
εσ − < =   

再证重排之后的级数以 1 2 nk
A A A+ + + 为极限。设 1 2 3n nk k

S σ σ σ σ= + + + +  
对于上述的 ε 和 n ，都有 

( )1 2 3 1 1n n n nk k k k
S A A A A A Aσ σ ε− + + + + ≤ − + + − <   

因此重排之后的级数依然收敛。 
若 k 是偶数，拆分方法和证明方法相似，不再累述。 

5. 研究意义 

1) 关于绝对收敛： 

我们知道若一个数项级数是绝对收敛的，例如： ( ) 2
1

11n

n n

∞

=

−∑ 那么根据柯西收敛准则，其中任意项重排不影 

响收敛性，也就是说一个交错级数若是绝对收敛，那么无论怎么重排，仍然保持绝对收敛性，不会因为重排而

改变绝对收敛的性质。 
2) 关于条件收敛： 
若一个交错级数条件收敛，那么重排之后所得到新级数就算收敛也不一定收敛于原来的和数，而且经过适

当重排后，可以得到发散级数，或收敛于任何事先指定的数， 



林诗游，陈韬 | 数列的几乎单调性和交错级数的重排 

OPEN ACCESS 28 

例如： ( ) 1

1

1 1 1 11 1
2 3 4

n

n
A

n

∞
+

=

− = − + − + =∑   

乘以常数
1
2
后，有 ( ) 1

1

1 1 1 1 11
2 2 4 6 2

n

n

A
n

∞
+

−

− = − + + =∑   

把上面两个级数相加，就得到
1 1 1 1 1 31
3 2 5 7 4 2

A
+ − + + − + =  

3) 莱布尼茨判别法的扩充： 
课文中的莱布尼茨判别法为：若交错级数满足下面两个条件： 
a) 数列{ }nu 单调递减 
b) lim 0nn

u
→∞

=

 那么该交错收敛。不难发现，莱布尼茨判别法的适用范围太窄，我们可以把该判别法稍微做个修改，使其

具有更宽广的范围。 
莱布尼茨判别法的扩充： 

一个交错级数 ( ) 1

1
1 k

k
k

a
∞

+

=

−∑ ，这里 0ka > ，如果这个交错级数满足下面几个条件： 

1) 数列{ }ka 是几乎单调递减，并且趋于 0； 
2) 按照定理 5 和定理 6 规律重排； 

3) 通项表达式可变为： ( ) 1
1 2 3

1
1 n

n k
n

b A A A A
∞

+

=

′ ′ ′ ′− = + + + +∑  或者 

( ) 1
1 2 3

1
1 n

n
n k

n
b A A A A

∞
+

=

′ ′ ′ ′− = + + + +∑   

则必定收敛。 

6. 推广和应用 

例 1： 1 1 1 1 1 1 1 1 11
3 4 2 5 6 9 8 1 01 1

− + − + − + − + −   

证：观察得知，此交错级数以 5 项为一个单位，其中各项任意排列进行重排，并且各项都满足几乎单调递

减，并且趋于 0。我们可以把该交错级数拆分为 5 个交错级数： 

( )

( )

( )

1

2

5

1 1:1
6 12

1 1:
3 9

1 1:
5 10

A

A

A

− +

− +

+









 

共有 5项。设上述每个交错级数的部分和为 1 2 3 5, , , ,σ σ σ σ ，容易知道上述每个交错级数都收敛，设极限为

1 2 3 5, , , ,A A A A 。任意 0ε > ，存在 0N > ，当 5n n N> > 时，有 

, 1, 2, ,5
5m mA mεσ − < =   

再证重排之后的级数以
5

1
n

n
A

=
∑ 为极限。设 

5 1 2 3 5S σ σ σ σ= + + + +  
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对于上述的 ε 和 n ，都有 ( )5 1 2 3 5 1 1 5 5S A A A A A Aσ σ ε− + + + + ≤ − + + − <   
因此该交错级数收敛。证明完毕。  

例 2： 1 1 1 1 1 1 1 1 11
3 2 4 5 7 6 8 9 1 1

− + − + − + − + −   

证：观察得知，此交错级数以 4 项为一个单位，其中各项任意排列进行重排，并且各项都满足几乎单调递

减，并且趋于 0。我们可以把该交错级数拆分为 4 个交错级数： 

( )

( )

( )

1

2

4

1 1:1
7 9

1 1:
3 5

1 1:
4 6

A

A

A

− +

− +

− +









 

共有 4 项。设上述每个交错级数的部分和为 1 2 3 4, , , ,σ σ σ σ ，容易知道上述每个交错级数都收敛，设极限

为 1 2 3 4, , , ,A A A A 。 
任意 0ε > ，存在 0N > ，当 4n n N> > 时，有 

, 1, 2, , 4
4m mA mεσ − < =   

再证重排之后的级数以
4

1
n

n
A

=
∑ 为极限。设 

4 1 2 3 4S σ σ σ σ= + + +  

对于上述的 ε 和 n ，都有 

( )4 1 2 3 4 1 1 4 4S A A A A A Aσ σ ε− + + + ≤ − + + − <  

因此该交错级数收敛。证明完毕。 

例 3： 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11
2 3 5 4 6 7 9 8 11 10 13 12

1
14

− + − + − + − + − + − + −   

证：观察得知，此交错级数以 ( )2 1,2,n n =  项为一个单位，其中各项任意排列进行重排，并且各项都满足

几乎单调递减，并且趋于 0。我们可以把该交错级数拆分为 2n 个交错级数： 

( )

( )

( )

1

2

4

1 1:1
4 7

1 1:
2 3

1 1:
5 8

A

A

A

− +

− +

− +









 

共有 2n 项。设上述每个交错级数的部分和为 1 2 3 2
, , , , nσ σ σ σ ，容易知道上述每个交错级数都收敛，设极限

为 1 2 3 2
, , , , nA A A A 。任意 0ε > ，存在 0N > ，当 2n n N> > 时，有 

, 1, 2, , 2
2

n
m m nA mεσ − < =   

再证重排之后的级数以
2

1

n

n
n

A
=
∑ 为极限。设 
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1 2 32 2n nS σ σ σ σ= + + + +  

对于上述的 ε 和 n ，都有 ( )1 2 3 1 12 2 2 2n n n nS A A A A A Aσ σ ε− + + + + ≤ − + + − <   
因此该交错级数收敛。证明完毕。 
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