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Abstract 
Fourier transformation is not only a very important integral transformation, but also is an impor-
tant mathematics method. In many branches of Mathematics, Fourier transformation plays an 
important role, such as partial differential equations, probability, complex variable functions and 
mathematical analysis. Firstly, this paper simply introduces the concept of Fourier transform and 
its basic nature, whereafter the author introduces its application in partial differential equation. 
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摘  要 

傅立叶变换不仅是一个非常重要的积分变换，而且是一种重要的数学方法。在数学领域的许多分支，傅

里叶变换都起着非常重要的应用，如偏微分方程、概率、复变函数与数学分析。本文首先简单介绍了傅

里叶变换的概念及其基本性质，然后给出了它在偏微分方程中的一些应用。 
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1. 引言 

L. kelvin 说：傅里叶理论不仅是现代分析中最美妙的结果之一，而且可以说，它为现代物理中每一

个深奥问题的处理提供了一件必不可少的工具。随着近代物理的飞速发展，越来越多的实际问题需要用

偏微分方程的理论来解决。如尖端的激光理论，生物数学和非线性科学中的许多问题等。为了求解这些

复杂的方程，得到它们解的表达式，傅里叶变换成了主要的工具，它在庞大的偏微分理论系统中闪耀着

光芒。傅里叶变换是一类重要的积分变换，而积分变换能够将分析运算转化为代数运算，正是由于积分

变换这一特性，在微分方程、偏微分方程的求解中成为重要的方法之一。用傅里叶变换求解偏微分方程

就如同用对数变换计算数量的乘积或商一样简便，在这种变换下，偏微分方程可以减少自变量的个数直

至变成常微分方程。 

2. 傅里叶变换的概念及基本性质[1]-[5] 

傅里叶变换能将满足一定条件的某个函数表示成三角函数(正弦或余弦函数)或者它们的积分的线性

组合。在不同的研究领域，傅里叶变换具有多种不同的变体形式，如连续傅里叶变换和离散傅里叶变换。 

2.1. 连续傅里叶变换的概念 

定义：假使函数 ( )f x 在 ( ),−∞ +∞ 内绝对可积，我们称 ( )e di xf x xλ
+∞

−

−∞
∫ 是 ( )f x 的傅里叶变换，并把它

记为 ( )F λ 或 ( )f̂ λ ，即： ( ) ( ) ( )ˆ e di xF f f x xλλ λ
+∞

−

−∞

= = ∫ 。并称 ( ) ( )1 ˆ e d
2π

i xf x f λλ λ
+∞

−∞
= ∫ 为 ( )f̂ λ 的傅里

叶逆变换。 

2.2. 离散傅里叶变换的概念  

定义：设 ( )f k 为周期为 N 的周期序列，则称和式 ( ) ( ) ( )
1

0

ˆ e
N

i k

k
F f f k λλ λ

−
−

=

= = ∑ ( k 为整数)为 ( )f k 的

离散傅里叶变换。并称 ( ) ( )
1

0

1 e
N

i kf k F
N

λ

λ
λ

−

=

= ∑ 为 ( )F λ 的离散的傅里叶逆变换。 

2.3. 连续傅里叶变换的性质 

1) 线性性质  
设 ( )1f x 和 ( )2f x 的傅里叶变换分别为 ( )1F λ 和 ( )2F λ ，则： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2F f x f x F f x F f x F Fα β α β α λ β λ+ = + = +            

其中 ,α β 为常数。 
2) 微分性质 
如果 ( ) ( ),f x f x′ 都是可以进行傅里叶变换的，设 ( )f x 的傅里叶变换为 ( )F λ ，而且当 x →∞时，

( ) 0f x → ，则有 ( ) ( )F f x i f xλ′ =       。 
3) 卷积性质 
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设 ( )1f x 和 ( )2f x 的傅里叶变换分别为 ( )1F λ 和 ( )2F λ ，证明： ( )1f x 和 ( )2f x 的卷积的傅里叶变换等

于 ( )1f x 和 ( )2f x 的傅里叶变换的乘积，即： [ ] [ ] [ ]1 2 1 2F f f F f F f× = ⋅ 。 

4) ( )1f x 和 ( )2f x 乘积的傅里叶变换等于 ( )1f x 和 ( )2f x 的傅里叶变换的卷积乘以
1

2π
，即： 

[ ] [ ] [ ]1 2 1 2
1

2π
F f f F f F f⋅ = × 。 

5) 若 ( )f x 及 ( )xf x 都可以进行傅里叶变换，那么： 

( ) ( )d
d

F ixf x F f
λ

− =   。 

6) 平移性质 
设 ( )f x 的傅里叶变换为 ( )F λ ，求证： ( )f x a− 的傅里叶变换为 ( )e ia Fλ λ− 。 
证明： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )e d e e d ei x ai x i x iaF f x a f x a x f x a x a Fλλ λ λ λ
+∞ +∞ − −− − −

−∞ −∞
− = − = − − =   ∫ ∫  

此性质表明平移后的傅里叶变换等于未作平移的傅里叶变换乘以 e iaλ− 。 

2.4. 离散傅里叶变换的性质 

1) 线性性质 
设 ( )1f k 和 ( )2f k 均为周期为 N 的序列，对任意给定的常数 a 和 b ，则下式成立： 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2F af k bf k aF f k bF f k+ = +            

2) 平移性质 
对任意的 ( )f k ，则： 

( ) ( )e i aF f k a F f kλ−− =        

3) ( )1f n 与 ( )2f n 卷积的离散的傅里叶变换等于 ( )1f n 与 ( )2f n 的傅里叶变换的乘积，即： 

( ) ( ) ( )1 2 1 2F f f F f F f× = ⋅  

4) ( )1f n 与 ( )2f n 乘积的傅里叶变换等于 ( )1f n 与 ( )2f n 的傅里叶变换的卷积乘以
1
N

，即： 

( ) ( ) ( )1 2 1 2
1 .F f f F f F f
N

⋅ = ×  

3. 傅里叶变换在求解偏微分方程中的应用 

在求偏微分方程的解时，如果当自变量 x 的取值范围是无穷区间 ( ),−∞ +∞ 时可以考虑对方程中的 x

采用傅里叶变换，这时被变换的函数还应满足当 x →∞时趋于 0，而且对二阶的方程还要求被变换的函

数的一阶导数也趋于 0。 
用傅里叶变换求解偏微分方程的步骤大致为：1) 对定解问题作傅里叶变换；2) 求解象函数；3) 对

象函数作傅里叶逆变换得到原问题的解。 

3.1. 求解波动方程 

例 1. 已知两端无界弦振动的初始位移为 ( )u f x= ，初始速度为 0，试求弦在任一时刻 t 的纵向位移

( ),u x t ，即解以下偏微分定解问题： 
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( )

( ) ( ) ( )

( )

2 2
2

2 2

0

, 0

,0

0
t

u ua x t
t x

u x f x x

u x
t =

∂ ∂
= −∞ < < +∞ >

∂ ∂ = −∞ < < +∞
∂ = −∞ < < +∞
 ∂

 

解：对 x 作傅里叶变换，令 ( ) ( ) ( ) ( )ˆˆ, , ,F u x t u t F f x fλ λ= =       ，则 

( ) ( ) ( )

( )
2 2

2 2

ˆ ,
e d , e d , ,

ˆ ,

i x i x u tu uF x u x t x F u x t
t t t t t

uF u t
t t

λ λ λ

λ

+∞ +∞− −

−∞ −∞

∂∂ ∂ ∂ ∂  = = = =    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂

= 
∂ ∂ 

∫ ∫
， 

由问题的物理意义知 ( ) ( )lim , 0, lim , 0
x x

u x t u x t
x→±∞ →±∞

∂
= =

∂
，利用傅里叶变换的微分性质得 

( ) ( ) ( )
2 2

22 2 2 2
2 2

ˆ ˆ, , ,u uF a F a i u t a u t
t x

λ λ λ λ
   ∂ ∂

= = = −   ∂ ∂     

因此，原定解问题变为 

( ) ( )

( ) ( )

( )

2
2 2

2

0

ˆ ,
ˆ ,

ˆˆ ,0

ˆ , 0
t

u t
a u t

t
u f

u t
t

λ
λ λ

λ λ

λ
=

∂
= −

∂
 =
 ∂ =
∂

 

把ω 看成常数，即 

( ) ( )
2

2 2
2 0 0

d dˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, 0 , ( ) cos
dd t tu a u u f u u t f a t
tt

λ λ λ λ λ
= =

= − = = ⇒ =  

再由傅里叶逆变换公式 ( ) ( )f̂ F f xλ =   ，得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1ˆˆ, , e d
2π 2 2

i x atu x t F u t f f x at f x atλλ λ λ
+∞ −−

−∞
= = = + + −   ∫  

3.2. 求解热传导方程 

例 2. 求解二维热传导方程的初值问题 

( )

( ) ( ) ( )

2 2
2

2 2 0 , , 0

, ,0 , ,

u u ua x y t
t x y

u x y x y x yϕ

  ∂ ∂ ∂
− + = −∞ < < +∞ >  ∂ ∂ ∂  

 = −∞ < < +∞

 

解：因 ,x y−∞ < < +∞，故对 ( ), ,u x y t ， ( ),x yϕ 关于 ,x y 作傅里叶变换，记： 

( ) ( )
( ) ( )

1 2

1 2

ˆ, , , ,

ˆ, ,

F u x y t u t

F x y

λ λ

ϕ ϕ λ λ

=  
=  

 

从而得到关于 t 的一阶常微分方程的初值问题 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2 2 2 2
1 2 1 2

1 2 1 20

ˆd , ,
ˆ , , 0

d
ˆˆ , , ,

t

u t
a u t

t
u t

λ λ
λ λ λ λ

λ λ ϕ λ λ
=


+ + =


 =

 

它的解为 ( ) ( ) ( )2 2 2
1 2

1 2 1 2ˆˆ , , , e ,
a t

u t
λ λ

λ λ ϕ λ λ
− +

= 将上式对 1 2,λ λ 取傅里叶逆变换，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
1 2 1 21 1 1

1 2 1 2ˆ ˆ, , , e , e
a t a t

u x y t F F F
λ λ λ λ

ϕ λ λ ϕ λ λ
− + − +− − −   = = ×          

因为 ( ) ( )1
1 2ˆ , , ,F x yϕ λ λ ϕ− =    

( )
( )

( ) ( )
2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

2 22 2
2 2

1 22 22

1
1 22

1 22

2 24 4
1 2

1e e e d d
2π
1 e e d e e d

4π

1 1e d e e d e
2π 2π

a t a t i x y

a t i x a t i y

ix iyx ya t a t
a t a ta t a

F
λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ

λ λ

λ λ

λ λ

λ λ

+∞ +∞− + − + +−

−∞ −∞

+∞ +∞− −

−∞ −∞

   
− − − −− −   +∞ +∞   

−∞ −∞

  =  

=

 
 = ⋅ ⋅ ⋅
 
 

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫
2

2 2 2 2

2 2 24 4 4
2

1 π 1 π 1e e e
2π 2π 4π

t

x y x y
a t a t a t

a ta t a t

+
− − −

 
 
 
 

   
   = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =
   
   

 

由此得出初值问题的解为 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 2

2 2

2 2

1, , , exp
4π 4

1 , exp d d
4π 4

x yu x y t x y
a t a t

x y
a t a t

ϕ

ξ η
ϕ ξ η ξ η

+∞ +∞

−∞ −∞

 +
= × − 

 
 − + −

= − 
  

∫ ∫
 

3.3. 求解半平面的 Dirichlet 问题[6] [7] 

例 3. 

( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

2 2

2 2 0 , 0

,0

lim , 0, lim 0

, ,
x x

u u x y
x y

u x f x x
uu x y
x

y u x y
→∞ →∞

∂ ∂
+ = −∞ < < +∞ >∂ ∂

 = −∞ < < +∞


∂ = = ∂


→ ∞ 有界当 时

 

解：令 ( ) ( ) ( ) ( )ˆˆ, , ,F u x y u y F f x fλ λ= =       由傅里叶变换的性质，则有 ( )
2

2
2

ˆ , 0uF u y
y

λ λ
 ∂

− = ∂ 
 

而 ( ) ( )22 2

2 2 2

ˆd ,d , e d
d d

i x u yuF u x y x
y y y

λ λ+∞ −

−∞

 ∂  = =    ∂ 
∫ ，由此可得

( ) ( )
2

2
2

ˆd ,
ˆ , 0

d
u y

u y
y
λ

λ λ− =
 

这是一个带有参数 λ 的二阶常微分方程，其通解为 ( ) ( ) ( )ˆ , e ey yu y A Bλ λλ λ λ −= + ，因为当 y →∞时 u

是有界的，所以当 y →∞时， ( )ˆ ,u yλ 也必须有界，故当 0λ > ， ( ) 0A λ = ，且 0y = 时，有 ( ) ( )ˆ ,0u Bλ λ= 。 
当 0λ < 时，有 ( ) 0B λ = ，且当 0y = 时，有 ( ) ( )ˆ ,0u Aλ λ=  
因此对于任何 0λ ≠ 都有 

( ) ( )ˆ ˆ, ,0 e yu y u λλ λ −=  
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又因为 

( ) ( ) ( ) ( )ˆˆ ,0 ,0u F u x F f x fλ λ= = =        

故有 

( ) ( )ˆˆ , e yu y f λλ λ −=  
从而 ( )ˆ ,u yλ 的傅里叶逆变换为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1 1
2 2 2 2

1ˆ ˆˆ , e e d
π π

y y fy yu x y F f F f F f x
x y x y

λ λ ξ
λ λ ξ

ξ

+∞− −− − −

−∞
    = = × = × =     + − +

∫  

这里我们利用 1
2 2

1 1 1e e e d e cos d
2π π π

y y i x y yF x
x y

λ λ λ λλ λ λ
+∞ +∞− −− −

−∞ −∞
  = = =  +∫ ∫  

因此，在上半平面 y > 0 上狄里克莱问题的解是： 

( ) ( )
( )2 2

, d
π

fyu x y
x y

ξ
ξ

ξ

+∞

−∞
=

− +
∫

 

4. 结论 

在这篇文章中，我们主要介绍了傅里叶变换的概念、基本性质和它在偏微分方程中的应用。傅里叶

变换不仅在数学中有广泛的应用，而且在电气工程、电子工程、信息与通信工程、控制工程、生物医学

工程、天文学等理工类学科中也有非常重要的的应用。 
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