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Abstract 
In this paper, using the local minimum theorem and mountain pass lemma of variational 
methods, we study the Kirchhoff equation with Hardy singular term, and obtain multi- 
plicity results of solutions for this equation near resonance with principal eigenvalue. 
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摘  要 

本文利用变分法中的局部极小定理和山路引理，研究了具有 Hardy 奇异项的 Kirchhoff 方程，

从而得到了具有 Hardy 奇异项的 Kirchhoff 方程在主特征值处近共振问题解的多重性结果。 
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1. 引言 

本文考虑下面的 Kirchhoff 方程 

( )2 2
21 d , ;

0 .

pub u x u u u u x
x

u x

µ λ −

Ω

− + ∇ ∆ − = + ∈Ω

 = ∈∂Ω

∫                      (1) 

其中 3RΩ ⊂ 是具有光滑边界的有界开区域， 0∈Ω， b ， 0λ > 是实参数， 4 6p< < ，
10
4

µ≤ < 。 

在方程(1)中，当 ( )1
2 ,pu u u f x u

x
µ λ −+ + = 时，是通常具 Dirichlet 边值条件的 Kirchoff 型方程。 

Ma et al. [1]运用变分法得到了方程的正解。Zou [2]使用局部极小原理和喷泉定理得到了方程非平凡

解的存在性和多重性。特别地，Chen [3]考虑下面的 Kirchhoff 方程  

( ) ( ) ( )
( )

3

2 2 3

3

1 d , in ,

0, in ,  0 as .

p

R
b u x u u v x u u k x u R

u R u x x

λ−− + ∇ ∆ + = +

 > → →∞

∫  

当参数 ( )10,λ λ δ∈ + 充分小时，得到上面方程至少存在三个正解。而对含 Hardy 奇异项的 Kirchhoff
方程目前还没有人研究。 

方程(1)对应的特征值问题 

2 , ,

0, .

uu u x
x

u x

µ λ−∆ − = ∈Ω

 = ∈∂Ω

                                (2) 

其中，第一特征值 1λ 表示为 

( ) { }1
0

2
2

2

1 2\ 0

d

inf
du H

uu x
x

u x

µ

λ
Ω

∈ Ω
Ω

 
 ∇ −
 
 =

∫

∫
                              (3) 

1 0φ > 是对应于 1λ 的特征函数。 ( )1
0H Ω 是 Sobolev 空间，它的范数是

1
22

2
2 duu u x

x
µ

Ω

  
  = ∇ −

    
∫ ，
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内积为
2

2, duu v u v v x
x

µ
Ω

 
 = ∇ ∇ −
 
 

∫ ； ( )pL Ω 的范数是 p⋅ ； ( ){ }1
0 :RS u H u R= ∈ Ω = ， 

( ){ }1
0 :RB u H u R= ∈ Ω ≤ ； Sµ 是最佳 Sobolev 嵌入常数，即 

( ) { } ( )

3

1
0

3

2
2

2

1\ 0 6 3

d

inf
d

R

u H

R

uu x
x

S
u x

µ

µ

∈ Ω

 
 ∇ −
 
 =

∫

∫
                                  (4)

 
方程(1)的能量泛函表示为 

( ) 2 4 21 1d d
2 4 2

pbI u u u u x u x
pλ

λ
Ω Ω

= + − −∫ ∫ ， ( )1
0u H∀ ∈ Ω 。 

通常，对任意的 ( )1
0v H∈ Ω ，方程 

( )2 2
21 d d d 0.pub u u v v x uv x u uv x

x
µ λ −

Ω Ω Ω

 
 + ∇ ∇ − − − =
 
 

∫ ∫ ∫  

成立时，则称u 是(1)的解。

 2. 预备知识 

引理 2.1 如果 4 6p< < ，存在 0δ > 充分小，则对任意的 ( )1 1,λ λ λ δ∈ + ，存在 ,  0R ρ > 有 

( ) ( )0,    inf 0
R Ru S u B

I u I uδ λρ
∈ ∈

≥ > <                                  (5) 

证明：由 Hölder 不等式和(4)式，有 
6 6

26 6
6d

pp pp p pu x u S uµ

− − −

Ω
≤ Ω ≤ Ω∫ 。                             (6) 

由于 ( )1 1,λ λ λ δ∈ + 和 0δ > 充分小时，有
2 4

1

1 1
2 8

bu uλ
λ

 
− < 

 
，可得 

2 4

1

1 1
2 8

bu uλ
λ

 
− > − 

 
                                    (7) 

所以，由(3)，(6)和(7)，有 

( ) 2 4 2

2 4

1

64 426

1 1d d
2 4 2

1 1         1 d
2 4

1         
8

p

p

pp p
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p
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p
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p
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µ
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Ω
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∫ ∫

∫
 

设
8
b A= ，

6
26

1 pp
S B

p µ

− −
Ω = ，

4

2
p AA B u −− = 有

4
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p AB u − = ，

1
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6
26
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因此，存在常数

1
4

6
26

8 0
2

p

pp

b

R
S

p µ

−

− −

 
 
 = >
 

Ω 
 

， ( ) ( )4 4pI u R A B Rλ
−≥ − 。所以，存在常数 ρ ，对任

意 ( )1 1,λ λ λ δ∈ + ，有 ( )
Ru S

I uλ ρ
∈

≥ 。
 

对给定的 R ，选择 Ru B∈ 且 0u ≠ ，证明不等式
 

( )inf 0
Ru B

I uλ∈
<                                         (8) 

即就是对任意 0t > 充分小，有 ( )1 0I tλ φ < 。事实上，由(2)，有 ( )1
1 0Hφ ∈ Ω ，也可得 

( )
2 4 2

2 4 2
1 1 1 1 1d d

2 4 2

p
pt bt t tI t x x

pλ
λφ φ φ φ φ

Ω Ω
= + − −∫ ∫                        (9) 

另一方面，方程 1
1 1 12x

φ
φ µ λ φ−∆ − = 两边同乘 1φ ,且在Ω上两边同时积分，可得 

2
2 21

1 1 12 d dx x
x
φ

φ µ λ φ
Ω Ω

 
 ∇ − =
 
 

∫ ∫                               (10)

 对任意的 1λ λ> ，把(10)代入(9)，可得 

( ) ( )

( )

1

2 4
42

1 1 1 1 1

2 4
42

1 1 1

2 4

d d
2 4

           d
2 4

           

p pt bt tI t x x
p

t btx

Ct C t

λ φ λ λ φ φ φ

λ λ φ φ

Ω Ω

Ω

= − + −

≤ − +

≤ − +

∫ ∫

∫  

这里 ( ) 2
1 1

1 d
2

C xλ λ φ
Ω

= − − ∫ ，
4

1 14
bC φ= 。对所有的 0t > 充分小时， ( )1 0I tλ φ < 。因此，对给定的 R

且 1φ 充分小时，对所有的 1 0φ ≠ ，有 ( )inf 0
Ru B

I uλ∈
< ，证毕。 

引理 2.2 假设 4 6p< < ，存在正常数δ ， ( )1 1,λ λ λ δ∈ + ， R ， 0ρ > 泛函 Iλ 满足如下条件： 
1) ( ) 0I uλ ρ≥ > 如果 Ru S∈ ； 
2) 存在 ( )1

1 0u H∈ Ω ，当 1u R> 时， ( )1I uλ ρ< ； 
证明： 
1) 由引理 2.1，可知引理 2.2 的条件(1)成立，证毕。 
2) 对任意的 ( )1

0u H∈ Ω ， 0u ≠ 且 0t > ，有 

( ) 2 42 4 2 2

2 42 4

1 1d d
2 4 2
1 1          d
2 4

          

pp

pp

bI tu t u t u t u x t u x
p

bt u t u t u x
p

λ
λ

Ω Ω

Ω

= + − −

≤ + −

→ −∞

∫ ∫

∫  

当 t → +∞。因此，存在 R 使得 1u R> 时，有 ( )1I uλ ρ< ，证毕。 
引理 2.3 假设 4 6p< < ， ( )1 1,λ λ λ δ∈ + ，则对任意的 c R∈ ，泛函 Iλ 满足 ( )PSc 条件。 

证明：当 n →∞时，{ } 1
0 ( )nv H⊂ Ω 使得 
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( ) ( ),     0n nI v c I vλ λ′→ →                                    (11) 

要证{ }nv 在 ( )1
0H Ω 中是有界的。假设当 n →∞，有 nv →∞。由(11)和(3)可知 

( ) ( ) ( )

2 4 2

2 4

1

11 1 ,

1 1 1 1 1 1                       d
2 4 2

1 1 1 1                       1
2 4

n n n n

n n n

n n

c o v I v I v v
p

v b v v x
p p p

v b v
p p

λ λ

λ

λ
λ

Ω

′+ + = −

     
= − + − − −     
     

    
= − − + −    
    

∫
 

上式得出矛盾。因此 { }nv 在 ( )1
0H Ω 中是有界的，即存在 { }nv 的一个子序列，仍记为 { }nv ，且存在

( )1
0v H∗ ∈ Ω 使得 

nv 在 ( )1
0H Ω 中弱收敛于 v∗ ，在 ( )pL Ω 中强收敛于 v∗ ， ( )4 6p< <               (12) 

设 lim nn
v m

→∞
= ， m 是一个正常数。由(11)，(12)， ( )lim , 0nn

I v vλ ∗→∞
′ = ，可得

 

( )2 2
20 1 lim d d dp

nn

vb v v x v x v v x
x

φ µ φ λ φ φ−∗
∗ ∗ ∗ ∗Ω Ω Ω→∞

 
 = + ∇ ∇ − − −
 
 

∫ ∫ ∫             (13)

 
特别，对任意 ( )1

0Hφ ∈ Ω ，在(13)中选 vφ ∗= ，有 

( )2 2 20 1 lim d dp
nn

b v v v x v xλ
∗∗ ∗Ω Ω→∞

= + − −∫ ∫
 

上式两边当 n →∞取极限，可得 

( ) 22 20 1 d dpbm v v x v xλ
∗∗ ∗Ω Ω

= + − −∫ ∫                           (14) 

另一方面，当 n 充分大时，由(11)有， 

( ) ( )2 2 20 , 1 d dp
n n n n n nI v v b v v v x v xλ λ

Ω Ω
′= = + − −∫ ∫

 
上式两边当 n →∞取极限时，可得 

( )2 2 20 1 d dpbm m v x v xλ
∗ ∗Ω Ω

= + − −∫ ∫                           (15) 

因此，由上面不等式(14)和(15)，可知m v∗= ，即 lim nn
v v∗→∞

= 。则证明了当 n →∞时， nv 在 ( )1
0H Ω

中有 nv v∗→ 。综上所述，可知 Iλ 满足 ( )PS c 条件，证毕。 

3. 主要结果及其证明 

定理 3.1 假设 0b > ，4 6p< < 。则存在 0δ > 充分小，使得对任意的 ( )1 1,λ λ λ δ∈ + ，方程(1)在 ( )1
0H Ω

中至少有两个不同的正解。 
证明：当 4 6p< < ，则对任意的 ( )1 1,λ λ λ δ∈ + ，方程(1)有一个正解 ( )1

0 0u H∈ Ω 满足 ( )0 0I uλ < 。事

实上，由于 RB 是一个闭球，这里定义 
( ) 1inf

Ru B
I u cλ∈

=                                      (16) 

由引理 2.1，有 1 0c < 。对于给定的 n ，由(16)，存在 0nw ≥ 且 nw R≤ 使得 

( )1 1
1

nc I w c
nλ≤ < +  
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因此，根据 Ekeland 变分原理[4]，存在 nw′ 且 nw R′ ≤ 满足 

( ) ( )1 1
1

n nc I w I w c
nλ λ′≤ < < +  

和 

( )1 1,     n n nw w I w
nn λ′ ′ ′− ≤ ≤                               (17) 

当 n →∞时，序列{ }nw′ 满足 ( ) 1nI w cλ ′ → ， ( ) 0nI wλ′ ′ → 。再由引理 2.1 可知在 ( )1
0H Ω 中， Rw B∈ 是

泛函 Iλ 的一个局部极小解且 nw w′ → 。因此，由(17)，有 nw w→ ，又因 0nw ≥ 可知，当 ( ) 0I wλ < 时，在

Ω中有 0w ≥ 几乎处处成立，且是方程(1)的解。由强极大值原理可知：在Ω中，有 0w > ，这里可选 0u w=

即可。 
另一方面，当 4 6p< < ，则对 ( )1 1,λ λ λ δ∈ + ，方程(1)有一个正解 ( )1

2 0u H∈ Ω 满足 ( )2I uλ ρ> 。 
事实上，由于 ( )1 1,λ λ λ δ∈ + ，则由引理 2.2 和引理 2.3 可知， Iλ 满足山路引理[5]的几何结构， 2c 是

Iλ 的一个临界值且 2 0c > 。因此，存在一个序列{ } 1
0 ( )nu H⊂ Ω ，使得 

( ) ( )2 ,     0n nI v c I vλ λρ ′→ > →                              (18) 

其中
[ ]

( )( )2 0,1
inf max

t
c I tλγ

γ
∈Γ ∈

= ，且 

[ ] ( )( ) ( ) ( ){ }1
0 10,1 , : 0 0, 1C H uγ γ γΓ = ∈ Ω = = 。 

由引理 2.2，可得
 

[ ]
( )2 1 20,1

10 max
t

c I tu c
nλρ

∈
< < ≤ < +                             (19) 

由引理 2.3，可知{ } 1
0 ( )nv H⊂ Ω 有一个收敛的子序列，仍记为{ }nv ，假设当 n →∞时， nv 在 ( )1

0H Ω

中有 2nv u→ 。因此由(18)和(19)有 
( ) ( )2 2lim 0nn

I u I v cλ λ ρ
→∞

= = > >                             (20) 

(20)式表明 2 0u ≠ 。再由 Iλ′ 的连续性，可得 2u 是(1)的一个解，即 

( )2 22
2 2 2 2 221 d d d 0pub u u x u x u u x

x
ϕ µ ϕ λ ϕ ϕ−

Ω Ω Ω

 
 + ∇ ∇ − − − =
 
 

∫ ∫ ∫              (21) 

对任意 ( )1
0Hϕ ∈ Ω 。在(21)中取测试函数 { }2 2max ,0u uϕ −= = − ，有 2 0u− = ，因此， 2 0u ≥ 且 2 0u ≠ 。 

根据强极大值原理可知， 2u 是(1)的一个正解，证毕。 
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