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Abstract 

The problem of the solvability for the matrix equation AX X B CT+ =  is studied by using the ma-
trix decomposition and its Moore-Penrose generalized inverse. Some solvability conditions are 
obtained and the general expression of its solution is given. 
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摘  要 

利用矩阵分解，结合矩阵广义逆理论，研究了矩阵方程 AX X B CT+ = 有解的条件，得到了方程有解时

解的一般表达式。 
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1. 引言 

令 m nC × 表示所有 m n× 复矩阵的集合。符号 TA ， †A ， ( )rank A 分别表示矩阵 A 的转置，Moore-Penrose
逆和秩。矩阵方程 TAX X B C+ = 在观察器设计、带有输入约束的控制系统和故障检验等领域中有着广泛

的应用。对于上述方程，文献[1]利用矩阵的广义逆给出了 C 为复对称矩阵时它可解的条件；文献[2]利用

正则矩阵束得到了它唯一可解的条件；文献[3]研究了方程 T 0XA AX+ = 的一般解；文献[4]讨论了算子方

程 *AX X B C+ = 的可解性质。本文将利用矩阵分解及其广义逆讨论矩阵方程 TAX X B C+ = 的一般可解

性及解的表达式。 

2. 主要结果 

本文以下所有讨论中符号 I 表示适当阶数的单位矩阵，下面我们首先给出两个引理。 
引理 2.1 [5]：设 ,n m m mA C B C× ×∈ ∈ 。则方程 T TA X X A B± = 有解当且仅当 

TB B= ± ， ( ) ( )T† † 0I A A B I A A− − =  

且其一般解可表示为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T T† † † † † †1
2

X A BA A A B I A A I AA Y AA ZA= + − + − +  

其中 m mY C ×∈ 为任意矩阵， Z 满足 ( )TT T
2 2 2 2P ZP P ZP=  ，这里 †

2P AA= 。 
引理 2.2 [6]：设 n mA C ×∈ ， n pB C ×∈ 。则方程 AX B= 有解当且仅当 ( )† 0I AA B− = ，且其一般解可

表示为 ( )† †X A B I A A Y= + − ，其中 m pY C ×∈ 为任意矩阵。 

定理 2.1：设 m nA C ×∈ ， n mB C ×∈ ， m mC C ×∈ 。令
T

T

A B
A

A B
 +

=  
− 

 。若 A 是行满秩的，则方程 TAX X B C+ =

可解，并且 X 可表示为 

( )

( )
( )

T
1

† †

T
2

1
2
1
2

C C Z
X A I A A Y

C C Z

 + + 
= + − 

 − + 
 

                             (1) 

其中 1 2,Z Z 为任意矩阵并满足 T
1 1Z Z= − ， T

2 2Z Z= ， n mY C ×∈ 为任意矩阵。 
证明:方程 TAX X B C+ = 等价于 

T T T TB X X A C+ =  

由方程 TAX X B C+ = 和上述方程可得， 

( ) ( )T T TTA B X X A B C C+ + + = +                                (2) 

( ) ( )T T T TA B X X A B C C− − − = −                                (3) 

方程 TAX X B C+ = 有解等价于方程(2)和(3)有公共解。由引理 2.1 可得， 

( ) ( )T T
1

1
2

A B X C C Z+ = + + ，其中 T
1 1Z Z= −  
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( ) ( )T T
2

1
2

A B X C C Z− = − + ，其中 T
2 2Z Z=  

由以上两方程得， 

( )

( )

T
T 1

T
T

2

1
2
1
2

C C ZA B
X

A B C C Z

 + +  +
=   

−    − + 
 

 

由引理 2.2，若 A 是行满秩的，则方程 TAX X B C+ = 可解，并且 X 可由(1)式表示。 
定理 2.2：设 m nA C ×∈ ， n mB C ×∈ ， m mC C ×∈ 。若 TC C= ，则方程 TAX X B C+ = 可解的充要条件是

存在矩阵 1 2,Z Z 满足 T
1 1Z Z= − ， T

2 2Z Z= 使得 

( ) 1†

2

0
C Z

I AA
Z
+ 

− = 
 

   

且它的一般解可表示为 

( )1† †

2

C Z
X A I A A Y

Z
+ 

= + − 
 

    

其中
T

T

A B
A

A B
 +

=  
− 

 ， n mY C ×∈ 为任意矩阵。 

证明:由定理 2.1 和引理 2.2 易证。 
在实践中经常会遇到定束，定义为：若 TA A= ， TB B= 且 B 为正定矩阵，则称 TA Bλ+ 为定束。对

于 n 阶矩阵 ,A B 满足 TA A= ， TB B= ，由文献([6], p. 152)可知存在非奇异实矩阵 P 使得 

( )T
1 2diag , , , nP AP α α α= 

                               (4) 

( )T
1 2diag , , , nP BP β β β= 

                               (5) 

由上述性质可得方程 TAX X B C+ = 可解的另一条件。 
定理 2.3：设 TA Bλ+ 为定束，其中 ,A B 均为 n 阶矩阵，则方程 TAX X B C+ = 可解当且仅当 

0i iα β+ ≠ 且 0i j i jα α β β− ≠ ， , 1, 2, ,i j n∀ =                          (6) 

若令 ( )T
ijP CP D d= = ，则其一般解可表示为 

1X PYP−=                                       (7) 

这里 ( )ijY y= ，
j ij j ji

ij
i j i j

d d
y

α β
α α β β

−
=

−
， , 1, 2, ,i j n∀ =  。 

证明：由(4)和(5)式可得，方程 TAX X B C+ = 等价于 

( )( ) ( )( )T 1 T T T T TP AP P XP P X P P BP P CP− −+ =  

令 ( )1
ijY P XP y−= = ， ( )T

ijD P CP d= = 。则 

1 2diag( , , , ) T
n Y Yα α α + 1 2diag( , , , )n Dβ β β =

 

上面的方程可分解为如下的 n 个方程 

( ) , 1, 2, , ,i i ii iiy d i nα β+ = =   

和如下的 ( )1 2n n − 个二阶系统 
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, ,i ij j ji ij i ij j ji jiy y d y y d i jα β β α+ = + = ≠  

由上面的方程可得当(6)式成立时，方程有解且解可由(7)式表示。 

3. 结论 

通过矩阵分解及其广义逆，研究了矩阵方程 TAX X B C+ = 的可解性,得到了若干可解的条件和解的

一般表达式。 
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