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Abstract 
In this paper, we study of oscillatory of all solutions to the high order equation 
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We get some new vibration conditions, and improve or promote some of the results of previous li-
terature. 
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解的振动性，得到了一些新的振动条件，改进或推广已有文献的某些结果。 
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1. 引言 

考虑高阶线性泛函方程 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

m
k i

i
i

x g t P t x t Q t x g t+

=

= +∑ ， 0t t≥                     (1.1) 

其中 , iP Q ： ( ) ( )0, 1, 2,3, , , :I i m g I I→ ∞ = → 是给定的函数， x 是未知实值函数， I 是 ( )0,∞ 上的一个

无界子集， ( ) ( ) ( ), lim
t

g t t g t t I
→∞

≠ = ∞ ∈ 。 mg 表示函数 g 的 m 次迭代，即 

( ) ( ) ( )( )0 1, , , 1, 2,3, ,i ig t t g t g g t t I i+= = ∈ =   

如果函数 :x I R→ 使得 ( ) [ ){ }0 0sup : , 0tx s s I t I∈ = ∞ ∩ > 对任何 ( )0 0,t ∈ ∞ 成立，且对 t I∈ 满足(1.1),

则称其为方程(1.1)的一个解。这样的解称作是振动的。如果存在一列点{ } 1
,n nn

t t I∞

=
∈ ，使得 lim nn

t
→∞

= ∞，且

( ) ( )1 0n nx t x t +⋅ ≤ 对 1, 2,n = 
成立。否则称为非振动的。 

当 1i k= = 时，可得出文[1]泛函方程 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2x g t P t x t Q t x g t= +                            (1.2) 

其中 ( ): 0,Q I → ∞ 是给定的函数。 

1995 年，在文[2] Nowakowska 和 Werbowski 将方程(1.2)推广高阶线性泛函方程(1.1) 1k = 的情形，得

到方程(1.1)的所有解振动，如果 

( ) ( )( )
1 1

1lim inf
4

mi
n

mt m n
Q t P g t

→∞ = =

>∑ ∏                              (1.3) 

或 

( )( ) ( )( )
11

0 1
lim inf

iii
m m n

t m n

iG g t P g t
i k

+−
+

→∞ = =

 >  + 
∑ ∏                        (1.4) 

其中 

( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1

i
j

j i j i
j

G t Q t Q g t Q t
−

−
=

= +∑                            (1.5) 

1998 年以来，函数方程的振动性成为数学工作者研究研究的热门课题他们得到各类线性高级泛函方

程和非线性高阶泛函方程解的振动准则(请参看文[3]-[12]) (从略)。 
2003 年，文[7]研究了方程(1.1)的一种特殊形式 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1

1

m
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i
i
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=

= +∑                         (1.6) 
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(i) 如果下面条件之一成立： 

( ) ( )( )
( ) 1

1
lim inf

1

i
n

it n

iG t P g t
i

µ +→∞ =

= >
+

∏  

或 

( )
( ) ( )( ) ( )1

1
0 , lim sup 1

1

i i
n i

i t n

i Q t P g t
i

µ λ λ+ →∞ =

≤ ≤ > −
+

∏  

其中 λ 是 1 0k kλ λ µ+ − + = 在[0,1]上最大实根。则泛函方程(1.6)的所有解振动。 
(ii) 如果下面条件之一成立 

(1) ( ) ( )( )
( ) 1

1
lim inf

1

ii
n

it n

iG t P g t
i

µ +→∞ =

= >
+

∏  

(2) 
( )

( ) ( )( ) ( )
1

0 , lim sup 1
i i

n i
i k t n

i G t P g t
i k

µ λ λ+ →∞ =

≤ ≤ > −
+

∏                 (1.7) 

其中 ( )G t 由文[7] (1.7)定义而 λ 和 λ 分别由引理 2.1 和引理 2.2 确定。则泛函方程(1.6)的所有解振动。 
(iii)如果下面条件之一成立 

(1) ( ) ( )( )
( )

1

1 1
lim inf

ii mz
n

m i kt m n

iQ t P g t
i k

µ
+ −

+→∞ = =

= >
+

∑ ∏ , 

(2) 
( )

( ) ( )( ) ( )
1

1 1
0 , lim sup 1

i i mz
n i

mi k t m n

i Q t P g t
i k

µ λ λ
+ −

+ →∞ = =

≤ ≤ > −
+

∑ ∏             (1.8) 

其中 λ 和 λ 分别由文[7]引理 2.1 和引理 2.2 确定。则泛函方程(1.6)的所有解振动。 
显然，当 1i = ，方程(1.1)变为方程(1.6)。本文在文[7]基础上，利用新的技巧进一步研究(1.1)，得到

若干振动准则，我们的结果推广了文[7]的结果，改进了文[1]，[2]的某些结果。 

2. 引理 

考虑泛函不等式 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )i kx g t P t x t Q t x g +≥ +                           (2.1) 

并令 

( ) ( )( )
1

lim inf
i

n

t n
Q t P g tµ

→∞ =

= ∏  

在证明定理之前，为了简明首先证明以下引理。 

引理 2.1：假设
( )

0
i

i k
i

i k
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+
， ( )x t 是泛函不等式(2.1)的一个最终正解，那么 

( ) ( )
( )( )lim sup
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x g t

λ
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≤                                 (2.2) 

这里 ( )λ λ µ= 是方程 

0i k iλ λ µ+ − + =  
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在[0,1]上的最大实根。 
证：从(2.1)容易看出 

( ) ( )
( )( ) 11

x t P t
x g t

λ< =                                 (2.3) 

由于 ( )0 1λ = ，所以当 0µ = 时(2.2)成立。现在假设
( )

0
i

i k
i

i k
µ +< ≤

+
，那么对任何 ( )0,ε µ∈ 和足够

大的 t ，由 ( ) ( )( )
1

lim inf
i

n

t n
Q t P g tµ

→∞ =

= ∏ ，得： 

( ) ( )( )
1

i
n

n
Q t P g t µ ε

=

> −∏                                    (2.4) 

由(2.3)，有 

( )( ) ( ) ( )1
1x g t x t P tλ−≥  

迭代 1 次，有： 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2
1x g t x g t P t P g tλ−≥  

迭代 2 次，有： 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )3 3 2
1x g t x g t P t P g t P g tλ−≥  

迭代 3 次，有： 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )4 4 2 3
1x g t x g t P t P g t P g t P g tλ−≥  

根据数学归纳法，迭代 1i k+ − 次，有： 

( )( ) ( )( ) ( )( )
1

1
1

1

i k
i k i k n

n
x g t x g t P g tλ

+ −
+ − − +

=

≥ ∏  

将上式代入(2.1)，并利用(2.4)得 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1
1 1

1 1

i k
i k n

i k
n

x g t x t P t x g t Q t P g t x t P t x g t µ ελ
λ

+ −
− − +

+ −
=

−
≥ + > +∏  

以上不等式除以 ( )( )x g t ，只考虑不等式最左端与最右端，有： 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) 1
1
i kx g t x t P t x g t µ ε

λ + −

−
> +  

有： 

( ) ( )
( )( ) 21

1

1 i k

x t P t
x g t

µ ε λ
λ + −

−
< − =  

重复上面的推导，由归纳法，得 

( ) ( )
( )( ) 111 , 1, 2,3,ji k

j

x t P t
j

x g t
µ ε λ
λ ++ −

−
< − = =   

显然 1 2 11 0, 1, 2,j j jλ λ λ λ += > > > > > = ，此函数单调递减且有界，所以 ( )lim ,jj
λ λ µ ε

→∞
= 存在，
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( )1 1
1

i k i k
j j jλ µ ε λ λ+ − + −

+− − = ，通过移项，令 j 趋于无穷，有： 

( ) 0i k iλ λ µ ε+ − + − = ， 

于是 

( ) ( )
( )( ) ( )lim sup ,

t

x t P t
x g t

λ µ ε
→∞

≤  

令 0ε → ，注意到 ( ) ( ) ( ), 0λ µ ε λ µ ε→ → ，从上式我们得到(2.2)。引理证毕。 

本文引理 2.1 通过利用极限的思想及方程根存在性，推广了文[7]引理 2.1 原有的结果所需的条件，当 k 
= 1 时，正是文[7]引理 2.1 的条件。所以说，本文中的条件比文[7]条件适用范围更广，结果更具有一般性。 

引理 2.2：假设
( )

0
i

i k
i

i k
µ +≤ ≤

+
， ( )x t 是泛函不等式(2.1)的一个最终正解，那么 

( ) ( )
( )( )lim inf

t

x t P t
x g t

λ
→∞

≥                               (2.5) 

这里 ( )λ λ µ= 是方程 

0i k iλ λ µ λ λ+ − + + − =                              (2.6) 

在[0,1]上的最小实根，而 λ 由引理 2.1 确定。 

证： ( )x t 是不等式(2.1)的最终正解，所以最终
( ) ( )

( )( ) 0
x t P t
x g t

> 。由于 ( ) ( )0 1, 0 0λ λ= = ，故当 0µ = 时

(2.5)成立。现在假设
( )

0
i

i k
i

i k
µ +< ≤

+
，那么对任何 ( )0,ε µ∈ 和足够大的 t ，(2.4)成立，且 

( ) ( )
( )( )0 1,

x t P t
x g t

λ λ ε< < < +                              (2.7) 

由(2.1)，令1 1m→ + ，有： 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1m m i k m mx g t x g t x g t Q g t+ + += +  

等式两边同乘 ( )( )
1

1

i
n

n m
P g t

−

= +
∏ 有： 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1 1 1

1

1 1

i i i
m n m n i m k m n

n m n m n m
x g t P g t x g t P g t x g t Q g t P g t

− − −
+ + +

= + = = +

= +∏ ∏ ∏      (2.8) 

对(2.8)从 0m = 到 1m i= − 作和，得 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1 11

00 1

i ii
i n i m k m n

mn n m
x g t x t P g t x g t Q g t P g t

− −−
+ +

== = +

= + ∑∏ ∏              (2.9) 

由(2.4)，(2.7)和(2.9)得 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( ) ( )
( )( )
( )( )

( )
( ) ( )

( )( )

1 1

0 01

2 1

1 1 11

i m k i m ki mi i
i i m n

i m i m
n nm mn m

n i k n i k

i k
i

x g t x g t
x g t P g t Q g t P g t

P g t P g t

x g t

µ ε

µ ε
ε λ ε λ ε λ

+ + + ++− −

+ +
= == +

= + = +

+
−

> > −

 
> − + + + + 

+ + +  

∑ ∑∏
∏ ∏


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所以 ( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( )( )2 1
1 1 11 ...i i i k

ix g t P g t x g tµ ε
ε λ ε λ ε λ

+
−

 
> − + + + + 

+ + +  
，有： 

( )( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )
( ) ( ) 11

1

1

ii i

ii k

x g t P g t

x g t

µ ε λ ε
λ

λ ε λ ε−+

 − − + > =
+ − +  

                     (2.10) 

由(2.4)，(2.7)，(2.9)和(2.10)有 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )
( ) ( )

( )( )1 1

1

1

i

i i i k i k i k
ix g t P g t x g t x g t

µ ε λ ε
λ

λ ε λ ε
+ + +

−

 − − + > +
+ − +  

 

因此等式两边同时除以 ( )( )i kx g t+ 得： 

( )( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )
( ) ( )1 21

1

1

ii i
i k

ii k

x g t P g t

x g t

µ ε λ ε
λ λ

λ ε λ ε
+

−+

 − − + > + =
+ − +  

 

重复上面的推导，由归纳法，我们得： 

( )( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )
( ) ( ) 11

1
, 1, 2,

1

ii i
i k
j jii k

x g t P g t
j

x g t

µ ε λ ε
λ λ

λ ε λ ε
+

+−+

 − − + > + = =
+ − +  

  

容易看出， 1 2 10 1, 1, 2,j j jλ λ λ λ +< < < < < < = ，此函数列单调递减且有界，所以极限 ( )lim ,jj
λ λ µ ε

→∞
=

存在，令 j →∞满足 

( ) ( )
( ) ( )1

1
0

1

i

i k
i

µ ε λ ε
λ λ

λ ε λ ε
+

−

 − − + − + =
+ − +  

                          (2.11) 

于是 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )lim inf ,

i i

i kt

x g t P g t

x g t
λ µ ε

+→∞
≥  

令 0ε → ，我们得(2.8)。利用引理 2.1 和(2.11)(令 0ε → )，易得 λ 满足(2.9)。引理证毕。 
本文引理 2.2 通过利用极限的思想及方程根存在性，推广了文[7]引理 2.2 原有的结果所需的条件，当

k = 1 时，正是文[7]引理 2.2 的条件。所以说，本文中的条件比文[7]条件适用范围更广，结果更具有一般

性。 
引理 2.3：如果下面条件之一成立 

(1) ( ) ( )( )
( )1

lim inf
ii

n
i kt n

iQ t P g t
i k

µ +→∞ =

= >
+

∏                            (2.12) 

(2) 
( )

( ) ( )( ) ( )
1

0 , lim sup 1
i i

n i
i k t n

i Q t P g t
i k

µ λ λ+ →∞ =

≤ ≤ > −
+

∏                 (2.13) 

其中 λ 和 λ 分别由引理 2.1 和引理 2.2 确定。则泛函不等式(2.1)无最终正解。 
证：如果(1)成立，由于 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

11 1

0 01 1
lim inf lim inf

ii ii i
m m n m m n

i kt tm mn n

iQ g t P g t Q g t P g t i
i k

µ
+− −

+ +
+→∞ →∞= == =

≥ = >
+

∑ ∑∏ ∏  
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由[2]中引理 1，不等式(2.1)无最终正解。引理前半部分得证。 
为了证明引理的后半部分，我们假设(2.1)有最终正解 ( )x t 。那么。由(2.1) 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )i kx g t P t x t Q t x g +≥ +  

有 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1 1

i i i
n n i k n

n n n
x g t P g t P t x t P g t Q t x g P g t+

= = =

≥ +∏ ∏ ∏  

所以 

( )( ) ( )( )
( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )( )

1 1 1

i i i
n n i k n

n n n
i k i k i k

x g t P g t P t x t P g t Q t x g P g t

x g t x g t x g t

+

= = =
+ + +

≥ +
∏ ∏ ∏

 

所以 

( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )( )
( ) ( )( )

( )( )
( )( ) ( )( )

( )( )
( ) ( ) ( )( )

( )( )

( ) ( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

1 0

1

1 1

11

i i
n n

i
n n n

i k i k
n

i i
n n

n n
i k i k

i
n

n
i k

x g t P g t x t P g t
Q t P g t

x g t x g t

x g t P g t x t P t P g t

x g t x g t

x g t P g tx t P t
x g t x g t

= =
+ +

=

= =
+ +

=
+

≤ −

= −

 
= −  
 

∏ ∏
∏

∏ ∏

∏

 

取上极限 ( )t →∞ 并利用引理 2.1 和引理 2.2 得 

( ) ( )( ) ( )
1

lim sup 1
i

n i

t n
Q t P g t λ λ

→∞ =

≤ −∏ 。 

这与(2.13)矛盾。所以引理的后半部分得证。引理证毕。 
本文引理 2.1 通过利用极限的思想及方程根存在性，推广了文[7]引理 2.1 原有的结果所需的条件，当

k = 1 时，正是文[7]引理 2.1 的条件。所以说，本文中的条件比文[7]条件适用范围更广，结果更具有一般

性。 

3. 结果及证明 

首先，由引理 2.3 立即得 
定理 3.1：如果下面条件之一成立 

(1) ( ) ( )( )
( )1

lim inf
ii

n
i kt n

iQ t P g t
i k

µ +→∞ =

= >
+

∏                             (3.1) 

(2) 
( )

( ) ( )( ) ( )
1

0 , lim sup 1
i i

n i
i k t n

i Q t P g t
i k

µ λ λ+ →∞ =

≤ ≤ > −
+

∏                  (3.2) 

其中 λ 和 λ 分别由引理 2.1 和引理 2.2 确定。则泛函方程 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )i kx g t P t x t Q t x g t+= +                          (3.3) 
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的所有解振动。 
当 1i k= = 时，容易得到 

1 1 4 1 1 4,
2 2

µ µ
λ λ

+ − − −
= =  

本文定理 3.1 通过运用文中以推广的引理结果，推广了文[7]定理 3.1，显然当 k = 1 为文[7]定理 3.1
即本文(1.6)中的情况，所以说，本文得到的振动性需要的条件更优。 

所以，由定理 3.1 我们有如下推论 
推论 3.1：如果下面条件之一成立 

(1) ( ) ( )( ) 1lim inf
4t

Q t P g tµ
→∞

= >                                     (3.4) 

(2) ( ) ( )( )
2

1 1 410 , lim sup
4 2t

Q t P g t µ
µ

→∞

 + −
≤ ≤ >   

 
                    (3.5) 

则泛函方程(1.2)所有解振动。 
定理 3.2：如果下面条件之一成立 

(1) ( ) ( )( )
( )1

lim inf
ii

n
i kt n

iG t P g t
i k

µ +→∞ =

= >
+

∏                            (3,6) 

(2) 
( )

( ) ( )( ) ( )
1

0 , lim sup 1
i i

n i
i k t n

i G t P g t
i k

µ λ λ+ →∞ =

≤ ≤ > −
+

∏                (3.7) 

其中 ( )G t 由(1.5)定义而 λ 和 λ 分别由引理 2.1 和引理 2.2 确定。则泛函方程(1.1)的所有解振动。 

证：假设(1.1)有最终正解 ( )x t 。那么，由(1.1)有 

( )( ) ( ) ( )( )1 , 1, 2,3, ,m
mx g t Q t x g t m i+≥ =   

令1 n k→ + 有 m k n→ − ， 1n n k→ + − ，有： 

( )( ) ( )( ) ( )( )1 , 1, 2, , 1n k i k n k
k nx g t x g t Q g t n i+ + + −
−≥ = −  

将上式代入(1.1)并注意到(1.7)得 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )i kx g t P t x t G t x g t+≥ +                           (3.8) 

由引理 2.3，不等式(3.8)无最终正解，这是一个矛盾。定理得证。 
本文定理 3.2 运用本文以推广的引理，推广了文[7]定理 3.2，显然当 k = 1 为文[7]定理 3.2 即本文(1.7)

中的情况，所以说，本文对比于文[7]得到的振动性需要的限制条件更少，结论更优。 
定理 3.3：如果下面条件之一成立 

(1) ( ) ( )( )
( )

1

1 1
lim inf

ii mz
n

m i kt m n

iQ t P g t
i k

µ
+ −

+→∞ = =

= >
+

∑ ∏ ,                         (3.9) 

(2) 
( )

( ) ( )( ) ( )
1

1 1
0 , lim sup 1

i i mz
n i

mi k t m n

i Q t P g t
i k

µ λ λ
+ −

+ →∞ = =

≤ ≤ > −
+

∑ ∏ ,            (3.10) 

其中 λ 和 λ 分别由引理 2.1 和引理 2.2 确定。则泛函方程(1.6)的所有解振动。 
证：假设(1.6)有最终正解 ( )x t ，那么，由(1.6)有 
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( )( ) ( ) ( )x g t x t P t≥  

所以，对 2,3, , 1m k= − 有： 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

2

3 2 2

4 3 3 2

x g t x g t P t P g t

x g t x g t P g t P g t

x g t x g t P g t P g t P g t P t

≥

≥

≥



 

所以： 

( )( ) ( )( ) ( )( )
1i m

i k i m n

n i k
x g t x g t P g t

+ −
+ +

= +

≥ ∏                          (3.11) 

将(3.11)代入(1.6)得 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

1 1

i mm z
i k i m n

i m
i m n i k

x g t P t x t Q t x g t x t P t x g t Q t P g t
+ −

+ +

= = = +

= + ≥ +∑ ∑ ∏      (3.12) 

如果条件(3.9)或(3.10)成立，则由引理 2.3,不等式(3.12)无最终正解，这是一个矛盾。定理得证。 
本文定理 3.3 推广了文[7]定理 3.1，显然当 k = 1 为文[7]定理 3.3 即本文(1.8)中的情况，所以说，本

文对比于文[7]得到的振动性需要的条件更优。 
在定理 3.3 中令 1i = ，再用 i 代替 z ，有： 
推论 3.2：如果下面条件之一成立 

(1) ( ) ( )( )
1

1 1

1lim inf
4

mi
n

mt m n
Q t P g tµ

−

→∞ = =

= >∑ ∏                               (3.13) 

(2) ( ) ( )( )
2

1

1 1

1 1 410 , lim sup
4 2

mi
n

mt m n
Q t P g t µ

µ
−

→∞ = =

 + −
≤ ≤ >   

 
∑ ∏               (3.14) 

则泛函方程(1.1)的所有解振动。 
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