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Abstract 
Timer options have an uncertain expiration date of barrier style options. The finite-maturity timer 
option expires when the accumulated realized variance of the underlying asset has reached a 
pre-specified level. We construct the Fourier-cosine method for pricing discrete timer options 
under Heston model. Numerical results illustrate the accuracy of the Fourier-cosine method. 
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摘  要 

定时器期权是有着不确定到期日的障碍类型期权。根据标的资产的累计实现方差达到预指定的水平就强

制执行的特性，在随机波动模型(Heston model)下，提出Fourier-cosine方法定价有限到期日定时器期
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权，得到定价表达式。数值结果说明该方法的精确性。 
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1. 引言 

隐含波动率决定标准期权定价，由于未来资产波动的不确定性,隐含波动率高于实际波动率。有限到

期日定时器看涨期权是这样一张合约，买者有着在第一时间以预先设定的敲定价买入标的资产，当标的

资产的价格过程的累计实现方差超过预先设定的方差预算，合约强制执行。动态交易策略是对预测未来

的波动率和证券组合的诸多应用没有作出要求和说明，Bick [1]对动态交易策略作出了详细的分析。 
在 Heston 模型下，利用方差和方差的联合分布的特征函数，Li [2]给出定时器看涨期权的解析表达式。

Bernard 和 Cui [3]利用精确的模拟方法有效控制变量，证明定时器期权定价可以演化为一维模型。事实上，

这两种方法都忽略强制执行的最大的到期日的特性。Liang et al. [4]给出永久定时器期权和有限到期日定

时器期权的定价表达式。这算法包含被积函数的多维积分，计算复杂。为了减小计算复杂度，一些研究

者探索渐近逼近定价表达式；即使解析表达式是已知的，但渐近扩展式的有效性要求相当大的回归系数。

在均值回复的随机波动模型下，Saunders [5]考虑标的资产价格遵循扩散过程的遍历性；方差波动作为一

个不定的参数，Li 和 Mercurio [6]给出更有效的永久定时器期权的渐近展开式，它类似于 Black-Scholes
形式，是可计算的。在 Heston 随机波动模型下，Li 和 Mercurio [7]给出有限到期日定时器期权定价的逼

近技术。然而，在这些逼近中，要求方差的波动非常小，才能达到有效地精度。 
本文主要研究在 Heston 随机波动模型下应用 Fourier-cosine 方法来定价定时器期权。文章的结构如

下：在下一节我们讨论关于定时器期权模型的建立。第三节说明如何应用 Fourier-cosine方法构造向后归

纳法来定价有限到期日离散定时器期权。第四节，给出了在 Heston 随机波动模型上的数值结果，说明

Fourier-Cosine 方法的精确性。 

2. 定时器期权 

考虑有限到期日离散定时器期权，标的资产价格为 tS ， [ ]0, , 0T T > 为定时器期权的生命区间，标的

资产价格的监控时间点为 { }0 1, , Nt t tΓ =  ， Nt T= 。为简单起见，设监控区间长度一样为∆，标的资产价

格过程的离散方差定义如下： 

( ) ( )( )1

2

realied
1

1 ln
1 i i

N

t t
i

S S
N

γ
−

=

=
− ∆ ∑ 。                           (1) 

从而离散累计实现方差表达式为： 

( )( )1

22
realized realized

1
ln

i i

N

t t
i

N S Sγ
−

=

Σ = ∆ ≈ ∑ 。                         (2) 

当 N →∞时，T N= ∆有限，则连续累计实现方差 TI 为 

( )22
realized 0

lim d ln ln
T

T t t TN
I S S

→∞
= Σ = =∫ 。                         (3) 

在定时器期权合约中，方差预算为 0 0B Tγ= ，其中 0T 为期望投资水平， 0γ 为目标波动率。 
假设 Bτ 为首次离散累计实现方差超过方差预算 B 的时间点，即 
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( )( )1

2

1
min | ln

i i

d

B t t
i

d S S Bτ
−

=

 = ≥ ∆ 
 

∑ 。                          (4) 

则有限到期日离散定时器看涨期权定价表达式为两个因子的总和： 
( ) ( ) { }

( ) ( ) { }e max ,0 1 e max ,0 1B
B B B

r t r T t
t t TT TC E S K S Kτ

τ τ τ
− − − −

< ≥
 = − + −  ，             (5) 

其中 K 为敲定价，r 为常数利率， TE 为在风险中性测度Q 下的期望。当 B →∞时，有限到期日离散定时

器期权演变为欧式标准看涨期权。 
标的资产过程和即时方差遵循随机波动方程： 

( ) ( ) ( )d d d , d d dS v
t t t t t t t tS S r q t v W v v v t v Wλ η= − + = − + ，                (6) 

其中 d d dS v
t t tE W W tρ  =  ，ρ 为一对布朗运动的相关系数， , , ,q vλ η 分别为红利，均值回复的速率，方差

平均水平，波动率过程的波动。对于随机波动模型(6)，我们定义连续实现方差为 

0
d

t
t sI v s= ∫ ，                                     (7) 

为简化计算过程，设监控时间点为连续的。应用连续实现方差可得到相关变量的联合特征函数的显

式表达。当前时间 0 0t = ，定义 lnt tvσ = 和对数资产回报为 ( )lnt tx S K=  ( K 为敲定价)。在监控时间

, 0,1, ,mt m N=  ，令 ( ), ,
m m m mt t t tV x Iσ 为有限到期日离散定时器看涨期权的定价，其中 , ,

m m mt t tx Iσ 分别为

对数资产回报、对数方差和实现方差，之所以选择对数方差而不是方差，是因为相应的条件密度函数具

有两个优点相对于方差的条件密度函数：第一，对数方差的条件密度函数左尾衰减到零更快；第二，对

数方差的条件密度函数的一些参数更对称。为了符号便利， , ,
m m mt t tx Iσ 分别写作 , ,m m mx Iσ 。定时器期权

定价问题终值条件是 

( ) ( ) { }0, , e 1 1N
N N

x
t N N N IV x I Kσ

+

≥= − 。                           (8) 

记作： 

( ) ( )( )1 1 1 1, , , ,
m m mt m m m t t m m mU x I E V x Iσ σ

+ + + += ，                        (9) 

则 

( ) ( )
{ } ( ) { }, , e , , 1 e 1 1m

m m I B mm

xr
t m m m t m m m I BV x I U x I Kσ σ

<

+− ∆
≥= + − ，               (10) 

其中 1, 2, , 1m N= − 。当连续实现方差不超过方差预算，期权定价为第一项，当连续实现方差超出方差

预算，期权定价为收益函数 ( )e 1mxK
+

− ，即第二项。 
应用全期望公式，得到 

( ) ( )
1 1 1 1 1, , , , | , |

m m m mt m m m t m m m t m tU x I E E V x I F I Fσ σ
+ + + + +

  =   。 

外部期望积分是在条件密度函数 ( )1 |m mp I I+ 上的积分，在随机波动模型下有解析表达式。为了计算

三重期望积分，本文内部积分应用 Fourier-cosine 方法。 

3. Fourier-Cosine 方法 

3.1. 应用 Fourier-Cosine 方法获得密度函数 

随机波动方程(6)暗示了方差在未来时间是不依赖于当前时间的对数资产，因此有 
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( ) ( ) ( ), | , | , , |t t s s t t s s t sp x v x v p x v x v p v v= ⋅ ， 

记 ( ),p x v 为对数资产和方差的联合概率分布， ( )p x 为对数资产过程的概率密度函数，等价于 

( ) ( ) ( ), | , | , , |t t s s t t s s t sp x x p x x pσ σ σ σ σ σ= ⋅ ， 

在 Heston 模型下，已知对数方差的概率密度函数 ( )|t sp σ σ ，还需知道 ( )| , ,t t s sp x xσ σ 。它的特征

函数为： 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( )2

; , , : exp |

exp e e

1 1 1 ;e , e
2 2

t s

t s

s t t s t t

s

x E i x

i x r q t s v t s

iw

σ σ

σ σ

ϕ ω σ σ ω σ

ρω λ
η

λρω ρ
η

 =  
  

= + − − + − − −  
  

  
⋅Φ − + −  

  

，            (11) 

其中 ( ); ,t su v vΦ 是方差时间的积分函数，后文将给出它的表达式。 
COS方法是建立在Fourier-cosine展开式之上，对于重新得到相应的特征函数的概率密度函数是非常

有效的方法。COS 方法[8]的核心思想就是通过 Fourier-cosine 展开式，逼近标的资产概率密度函数。 
首先，我们定义截断积分区域 [ ],a b R⊂ ，有 

( )1 1| , , d
b

m m m m xa
p x x y TOLσ σ+ + ≤∫                             (12) 

xTOL 是预先设定的误差方差。在文献[6]中区间定义如下 

[ ] 1 2 1 2, 12 , 12a b ξ ξ ξ ξ = − + ，                          (13) 

其中 nξ 为对数资产过程的 n 重累积量，在积分区域 [ ],a b 上满足(12)，通过 Fourier-cosine 展开式重新得到

概率密度函数： 

( ) ( ) 1
1 1 1

0
| , , , , cos π m

m m m m n m m m
n

x ap x x P x n
b a

'σ σ σ σ
∞

+
+ + +

=

− =  − 
∑ ，               (14) 

'∑ 表示总和的第一个元素要乘以1 2 ，系数 nP 为 Fourier-Cosine 系数，定义如下： 

( ) ( ) 1
1 1 1 1

2, , : | , , cos π d
b m

n m m m m m m m ma

x aP x p x x n x
b a b a

σ σ σ σ +
+ + + +

− =  − − ∫ ，           (15) 

序列系数又与特征函数有直接的关系，可写为 

( )
π

1 1
2 2, , Re ; , , e

ain
b a

n m m m m m mP x x
b a b a

σ σ ϕ σ σ
−

−
+ +

   ≈   − −   
，               (16) 

其中 ( )1; , ,m mxϕ θ σ σ+ 由(11)给出。 

文献[7]中在区间 [ ],a b 足够宽， nP 逼近式准确度高的条件下分析了逼近式的误差与 xTOL 相关联。 
根据傅里叶理论，cosine 序列函数属于 [ ]( ),a b R∞ ⊂ ，有着非零导数、指数收敛。因此，序列系数

截断 N 项，得到概率密度函数的逼近表达式： 

( )
1 π

1
1 1 1

0

2 2| , , Re ;0, , e cos π
aN in

mb a
m m m m m m

n

x ap x x n
b a b a b a

'σ σ ϕ σ σ
− −

+−
+ + +

=

  −    =     − − −     
∑         (17) 

其中 ( ) ( )1 1; , , e ;0, ,mi x
m m m m mx ωϕ ω σ σ ϕ ω σ σ+ += 。 
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3.2. 离散定价公式 

利用高斯型积分公式计算外部期望积分，得到 

( ) ( ) ( )
1

1

1 1 1 1
0

, , | , , |
m m

D

t m m m d d m t m m m m d
d

U x I p I E V x I Iσ α δ σ δ
+

−

+ + + +
=

 ≈ = ∑               (18) 

dα 为求积节点 ( )0,1, , 1d d Dδ = − 的权重，下一步，利用 Fourier-cosine 展开式来计算内部积分。

( )
1 1 1 1 1, , |

mt m m m m dE V x I Iσ δ
+ + + + + = 是关于 1 1,m mx σ+ + 的两重积分，联合密度函数为： 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1, | , | , , |m m m m m m m m m mp x x p x x pσ σ σ σ σ σ+ + + + += ⋅  

则 

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

2 1

2 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

, , |

, , , | , d d

, , | , , | d d

m

m

m

t m m m m d

t m m d m m m m m mR

t m m d m m m m m m m mR

E V x I I

V x p x x x

V x p x x p x

σ δ

σ δ σ σ σ

σ δ σ σ σ σ σ

+

+

+

+ + + +

+ + + + + +

+ + + + + + +

 = 
=

=

∫∫
∫∫

 

文献[10]给出了对数方差密度函数的适当截断区域，截断区域边界 [ ],v va b 为 

[ ] ( )( ) ( )( )5 2, ln , ln
1 1v v t ta b E v E v

q q
 

= − + − − 
。                     (19) 

令 ( ) ( )
1 1 1, , , ,

mm m m t m m dc x t E V xσ σ δ
+ + + =  ，则 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1 1 1 1, , , , | , , d | dv

mv

b b
m m m t m m d m m m m m m m ma a

c x t V x p x x x pσ σ δ σ σ σ σ σ
+ + + + + + + += ∫ ∫   

因为 ( )1 |m mp σ σ+ 已知，对外部积分采用高斯型积分公式，则有 

( ) ( ) ( ) ( )1

1

1 1 1
0

, , | , , | , , d
m

N b
m m m j j m t m j d m j m m ma

j
c x t w p V x p x x xσ ζ σ ζ δ ζ σ

+

−

+ + +
=

= ∑ ∫            (20) 

其中 jw 为求积节点 ( ), 0,1, , 1j j Jζ = − 的权重。 

下一步，应用 COS 逼近式替代 ( )1 | , ,m j m mp x xζ σ+ ，交换关于 1mx + 的 n 个总和，得到： 

( ) ( )
1 π

, 1
0 0

πˆ, , Re , , e
mx aJ in
b a

m m m j n j m j m
j n

nc x t w V t
b a

'σ ϕ ζ σ
−− ∞
−

+
= =

   =   −   
∑ ∑  ，              (21) 

其中 

( ) ( )1
1

, 1 1
2ˆ : , , cos π d

m

b m
n j m t m j d ma

x aV t V x n x
b a b a

ζ δ
+

+
+ +

− =  − − ∫ ，                 (22) 

( ) ( ) ( )1
1 1, , | , 0, e , em m

m m m mp σ σϕ ω σ σ σ σ ϕ ω +
+ += ⋅ ，                     (23) 

最后，交换(21)式中的总和，得到： 

( ) ( )
11 π

0
, , Re , e

mxN in
b a

m m m n m m
n

c x t t'σ β σ
−−
−

=

  =  
  
∑ ，                       (24) 

其中 
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( )
1

, 1
0

πˆ , ,
J

n j n j m j m
j

nw V t
b a

β ϕ ζ σ
−

+
=

 =  − 
∑  。                         (25) 

表达式(24)说明序列的参数只依赖于方差，不依赖对数资产。 
对于固定的方差值 pζ ，在任意的时间点， ( ), ,m p mc x tζ 表达式为 

( ) ( )
11 π

0
, , Re , e

mxN in
b a

m p m n p m
n

c x t t'ζ β ζ
−−
−

=

  =  
  
∑ ，                        (26) 

其中 

( ) ( )
1

, 1
0

πˆ, , ,
J

n p m j n j m j p
j

nt w V t
b a

β ζ ϕ ζ ζ
−

+
=

 =  − 
∑  。                       (27) 

对于 mx ，定价由 cosine 基本函数的线性联合，序列相关系数不依赖于 mx 本身，所以， mx 是可以从

其它变量分离出来，保证得到序列系数的解析形式。 
对于任意的 mx ∈ ，表达式(24)都成立。因此，我们可以应用牛顿法，通过提前实施，利用

( ) ( ), , 0, 0,1, , 1m j m mc x t g x j Jζ − = = − 。其中 ( ) ( )e 1xg x K
+

= − 为终值条件。 
首先，讨论终值点 Mt ，期权定价在到期日等价于收益函数(不依赖于时间) ( ) ( )e 1xg x K

+
= − ，可得到

( ),n̂ j MV t 的解析表达式(22)： 

( ) ( ) ( ), 0

2ˆ 0, cos π d
b

n j M n
y aV t G b g y n y

b a b a
− = =  − − ∫                      (28) 

其中 nG 函数为收益函数 ( )g y 的 cosine 系数， 

( ) ( ) ( )2, , ,n k kG l u K l u l u
b a

χ ψ= −  −
，                         (29) 

其中 

( ), e cos π d
u x

k l

x al u n x
b a

χ − =  − ∫ ，                            (30) 

( ), cos π d
u

k l

x al u n x
b a

ψ − =  − ∫ ，                             (31) 

,k kχ ψ 有下列的解析表达式： 

( ) 2

1, cos π e cos π e
π1

π πsin π e sin π e

u l
k

u l

u a l al u n n
b a b an

b a
n u a n l an n

b a b a b a b a

χ  −  −   = −    − −     +  − 
− −    + −    − − − −    

，

                (32) 

( )
sin π sin π , 0

, π
, 0

k

u a l a b an n n
l u b a b a n

u l n
ψ

 − −  −   − ≠     = − −    
 − =

                     (33) 

COS 方法不仅仅用于标准期权，在文献[9]中，二元期权的 Fourier-cosine 解析解已经得到。因此，连

续的收益函数也可以采用。 
下一步，在时间点 1Mt − ， ,n̂ jV 代入到式(27)中，得到式子 ( )1, , 0,1, , 1n p Mt p Jβ ζ − = − 。在时间点 1Mt − ，
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(26)式为 ( )1 1, ,M p Mc x tζ− − 。应用牛顿法，通过 ( ) ( )1, , 0p Mc y t g yζ − − = 决定提早实施的点，相应的 cosine

的系数为： 

( ) ( ), 1 1 10

2ˆ , , cos π d
b

k p M M p M
y aV t c x t k y

b a b a
ζ− − −

− =  − − ∫ ，                   (34) 

通过 COS 逼近式，(26)代入到(34)，交换积分和总和，得到： 

( ) ( ) ( )
1

, 1 , 1
0

ˆ Re 0, ,
N

k p M k n n p M
n

V t M b t' β ζ
−

− −
=

 =  
 
∑ ，                       (35) 

其中 

( ), exp π cos π d
u

l

y a y aM l u in k y
b a b a
− −   =    − −   ∫ 。                      (36) 

表达式(36)可解析得到。 
表达式 ( )1

ˆ
Mt −V 可利用矩阵或向量的概念计算： 

( ) ( ) ( ){ }1 1
ˆ Re 0,M Mt b t− −′=V M B ，                            (37) 

其中 B′ 表示矩阵 B 第一行元素乘以1 2 。矩阵 ( )0,bM 是 N N× 阶矩阵，元素 ( ), 0,k nM b 组成，矩阵

( )1Mt −B 是 N J× 阶矩阵， J 个列向量为： 

( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 1 1 1 1, , , .M M M J Mt t t t− − − − −=   B β β β                        (38) 

列向量 ( )1Mtπ −β 与系数 ( )ˆ
MtV 相关联，表达如下： 

( ) ( ) ( )1 1
ˆ

p M M pt t ζ− −
 = ⋅ V wβ ϕ 。                            (39) 

其中 w 为 J 维列向量，元素是积节点权重，矩阵 ( )pζϕ 是 N J× 阶矩阵，元素是
π , ,j p

n
b a

ϕ ζ ζ 
 − 
 。算子

“ ”定义为矩阵与矩阵相乘。 
从文献[11]可知矩阵 ( )0,M b 可以写作汉克尔矩阵 ( )0,c bM 和托普利茨矩阵 ( )0,s bM 的和。 
重复相同的计算过程，关于时间向后归纳，得到 ˆ

mt
V 到

1
ˆ

mt −
V 的联系，对于 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ){ }

1

1 0 1 1 1 1 1

1 1

ˆ

, , ,
ˆ Re 0,

j m m j

m m m J m

m m

t t

t t t t

t b t

ζ−

− − − − −

− −

  = ⋅ 
  =  


′=

V w

Β

V M B





β ϕ

β β β                        (40) 

1, 2, , 2m M M= − −  。 

继续此过程直到得到 ( )1V̂ t ，再代入(21)和(24)，得到期权定价 ( )0 0, , , 0,1, , 1pc x t j Jζ = − 。再代入

(18)，得到： 

( ) ( ) ( )0

1

0 0 0 0 0
0

, , | , ,
D

t p d d p
d

U x I p I c x tζ α δ ζ
−

=

= ∑ 。                      (41) 

现在我们可以用样条插值得到 ( )
0 0 0 0, ,tU x tσ ，则期权定价为： 

( ) ( )
0 00 0 0 0 0 0, , e , ,r

t tV x I U x Iσ σ− ∆= 。                          (42) 

下面总结向后归纳算法。 
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预备： 
   •  通过牛顿法找到 va 和 vb  (文献[9])。 
   •  计算 ( )ˆ

MtV ，有着解析表达式(28). 

   •  预备矩阵 ( ) , 0,1, , 1j j Jζ = −
ϕ 。(由 π , ,j p

n
b a

ϕ ζ ζ 
 − 
 ，定义如(23)) 

主要循环过程 为了得到 ( )ˆ , 1 1mt m M= −V 到 。 
   •  通过牛顿法决定提前实施的点即 ( ) ( ), , 0p mc y t g yζ − = 。 

   •  计算 ,s cM M 的第一行和第一列。(如文献[10]中给出) 
   •  计算 ( ) ( ) ( )1

ˆ , 0,1, , 1j m m jt t j Jζ+
 = ⋅ = − V w

β ϕ 。 

   •  ( )j mtβ 的第一个元素乘以1 2 ，得到 ( )j mt′β 。 

   •  用 FFT 方法计算 ( )ˆ
mtV 的列向量，为 ( ) ( ){ }1Re s c j mt −′+M M β  

最后一步：计算 ( )0 0, ,pc x tζ ，代入(18)得到 ( )0 0 0, ,t pU x Iζ 。利用样条插值得到 ( )
0 0 0 0, ,tU x Iσ 也就是

( ) ( )
0 00 0 0 0 0 0, , e , ,r

t tV x I U x Iσ σ− ∆= 。  

4. 数值模拟 

4.1. Heston 模型 

在 Heston 随机波动模型下，方差的动态定义如下： 

( )d d d v
t t t tv v v t v Wλ η= − +   

引入下列参数： 

( )2 2

2 21,
1 e t s

v
λ

λ λν ξ
η η− −

= − =
 − 

。 

( )( )22 , 2 e ,0t s
tv s tλξ χ ν ξ − − < < 是卡方分布，因此 tν 在 sν 的条件下，概率密度函数为： 

( )
( )( )

( )
( )12e

2| e 2 e
e

t s ts t st
t s s tt s

s

p I v v
λ ν

ν

λξ ν

νλ

νν ν ξ ξ
ν

− − + − −−

− −

   
=         

，                (43) 

其中 ( )Iν  是第一类贝塞尔函数，对数方差条件密度函数左尾相对于方差衰减更快。通过变量替换可以得

到对数方差过程 tσ 的条件密度函数： 

( )
( )

( )( ) ( )
e 1e e

2 2| e e e e 2 e e e
tt ss

t s t t s
t st s

t sp I
σλσ νξ λλσ σ σ σ σ

νσ σ ξ ξ
 − − + 
 
 

− − −−−  
  
 

= 。          (44) 

同样的，通过变量替换可得到累计方差过程 tI 条件密度函数： 

( )
( )( )

( )
( )12e

2| e 2 e
e

t s Its t sI t
t s t s tt s

s

Ip I I I I I I
I

λ
ν

λξ

νλξ ξ
′− − +′ − −−

− −

   ′
′′ ′ ′=      ′   

，                (45) 

Scott [11]利用傅里叶逆变换技术得到关于时间积分方差过程的条件特征函数的解析式： 
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Table 1. Parameter values in the Heston model and finite-maturity discrete timer options 
表 1. 有限到期日离散定时器看涨期权的参数值 

0S  M  r  q  B  N  λ  η  v  0v  ρ  

100 1.5 0.015 0 0.087 300 2 0.375 0.09 0.087 0 

 
Table 2. Comparison of the numerical results for finite-maturity discrete timer call options for varying strike prices 
表 2. 有限到期日离散定时器看涨期权对应不同的敲定价之间的比较 

K  COS  1MC  ( )%RE  路径积分 2MC  

90 17.5261 17.5551 −0.0320  17.5351 17.5330 

100 12.2789 12.2909 −0.0120 12.2675 12.2678 

110 8.3806 8.3634 0.0172 8.3393 8.3405 

 

( )

( ) ( )( )

( )( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

( )

d

1
2

12
2

1
2

2

2

; , e | ,

4 e
e e

1 e e 1 e

1 e4 ee e
1 e

1 ee eexp
1 e

t
s

t s

t s

s t

i v
t s t s

t s

v t s t s t s

t st s

v t s

t s

E

I

I

τς τ

γ ς

σ σ
γ ς γ ς λ λ

γ ςλ
σ σ

λ

λ
σ σ

λ

ς σ σ σ σ

γ ς

η γ ς

λλ
η

λ

η

− −

− − − − −   − −

− −− −

− −

− −

−

∫ Φ =   
 
 
  −    −    =
   −  
  −   

 ++  ×
−













( )

( ) ( )( )

( )( )

1 e
,

1 e

t s

t s t s

γ ς

γ ς

γ ς − −

− − −

   +   −  −    







          (46) 

其中 ( ) 2 22iγ ς λ η ς= − 。 

4.2. 数值结果 

在 Heston 模型下，有限到期日离散定时器看涨期权的参数列在表 1。我们建立与[4]中相类似的数据，

监控点 N 为离散定时器期权的参数，方差预算与 0v 等价。 
表 2 说明了建立在 Fourier-cosine 展开式上的数值结果与不同的敲定价来对比，同时与 Monte Carlo

方法( 1MC )的结果进行比较。文献[12]给出了有限到期日看涨定时器期权定价可以通过路径积分和相应

的 Monte Carlo ( 2MC )得到的结果。 

5. 总结 

我们应用 Fourier-cosine 方法定价有限到期日离散定时器期权，定价过程的难度在于累计实现方差，

而不是标的资产碰触到某一界限就执行。通过应用 Fourier-cosine 方法，定时器期权定价的数值结果与

Monte Carlo 方法的结果相差不大。Fourier-cosine 方法可以作为引用技术，它可以用于别的随机波动方程，

比如像 Heston 随机波动模型，只要可以得到特征函数或变量的联合概率密度函数即可。 
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