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Abstract 
In this paper, we investigate the problems on fixed points and hyper-order of solutions of high or-
der differential equations with meromorphic coefficients, and we obtain the precise properties of 
high solutions of linear differential equations. 
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摘  要 

本文研究了高阶线性微分方程亚纯解的不动点及亚纯解同小函数的关系问题，得到了微分方程亚纯解的
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一些性质。 
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1. 引言与结果 

本文将使用值分布的标准记号[1]-[3]，用 ( )fσ 和 ( )fµ 表示亚纯函数 f 的级和下级，用 ( )fλ 和

( )fλ 表示亚纯函数 f 的零点收敛指数和不同零点收敛指数，并引入以下定义： 
定义 1 [4] 亚纯函数 ( )f z 的超级定义 ( )2 fσ 为 

( ) ( )
2

loglog ,
lim .

logr

T r f
f

r
σ

→+∞
=  

定义 2 [5] 亚纯函数 ( )f z 的二级零点收敛指数 ( )2 fλ 定义为 

( ) ( )
2

loglog ,
lim .

logr

N r f
f

r
λ

→+∞
=  

( )f z 的二级不同零点收敛指数 ( )2 fλ 定义为 

( ) ( )
2

loglog ,
lim .

logr

N r f
f

r
λ

→+∞
=  

定义 3 [6] 假设 ( )f z 为亚纯函数，那么我们定义 ( )f z 的不动点的收敛指数 ( )fτ 为 

( )

1log ,
lim .

logr

N r
f zf
r

τ
→+∞

 
 − =  

定义 4 [6] 假设 ( )f z 为亚纯函数，那么我们定义 ( )f z 的二级不动点的收敛指数 ( )2 fτ 为 

( )2

1loglog ,
lim .

logr

N r
f z

f
r

τ
→+∞

 
 − =  

自文献[7]-[9]以来，国际上分别对复域齐次与非齐次线性微分方程解的零点与增长性进行了许多研

究，且人们用超级的概念对齐次线性微分方程的无穷解作出了更精确的估计。对于线性微分方程大量的

无穷级亚纯解，如何得到其不动点的个数的精确估计，并用超级、二级零点收敛指数、二级不同零点收

敛指数的概念进一步地估计微分方程的无穷解的增长性、零点密度及不动点密度，陈宗煊在文献[5]中首

次得到了几种类型二阶线性微分方程整函数解的不动点性质，得到了以下结果： 
定理 A 假设 ( )P z 为多项式，次数 ( )deg 1P z n= ≥ ，那么微分方程 

( ) 0f P z f′′ + =                                     (1) 

的所有非零解 ( )f z 有无穷多个不动点，且满足： ( ) ( ) 2
2

nf fτ σ +
= = 。 

陈玉、陈宗煊、廖莉在文献[10]中研究了高阶复域微分方程亚纯解的不动点与超级，得到了以下结果： 
定理 B 假设 0 1 1, , , ka a a − 是亚纯函数，满足 
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( )( ) ( ) ( )0 0
0

1max 1,2, , 1 ,ja j k a a
a

σ λ µ σ
   = − < ≤ < +∞  
   

 ，如果微分方程 

( ) ( )1
1 0 0k k

kf a f a f−
−+ + + =                                (2) 

有亚纯解 f ，且
1
f

λ  
< +∞ 

 
，我们有 

i) 如果 1 0 0a a z+ ≡/ ，那么至多有一个例外解，方程(2)的其它所有非零解 f 都有无穷多个不动点，且

满足 ( ) ( )f fτ σ= = +∞， ( ) ( ) ( )2 2 0f f aτ σ σ= = 。 
ii )进一步地，如果 1 0a = ，那么方程 (2)的所有非零亚纯解 f 都有无穷多个不动点，且满足

( ) ( )f fτ σ= = +∞， ( ) ( ) ( )2 2 0f f aτ σ σ= = 。 
本文将在更宽泛的条件下，考虑方程(2)的非零亚纯解以及解的一阶导函数同小函数的关系。 
定理 1 假设 0 1 1, , , , 0ka a a ϕ− ≡/ 是有限级亚纯函数，满足 ( ) ( )( )0 1,2, , 1ja a j kσ σ< = − ，且 

( ) ( )0
0

log ,
lim

logr

m r a
a

r
σ

→+∞
= ，ϕ 不是方程(2)的解，如果 0f ≡/ 是方程(2)的亚纯解，且 ( )1 f

f
λ µ 

< 
 

。那么 

i) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 0,f f f f aλ ϕ σ λ ϕ σ σ− = = +∞ − = = ； 

ii) 进一步，若 ( ) ( ) ( )
2

10 0
1 1 1

00 0

0
k

k k j
k j j j

j

a aa a a a
a a

ϕ ϕ ϕ
−

−
− + +

=

   ′ ′
′+ − + + − ≡/   

   
∑ ，则 ( ) ( ) ( )2 2 0f f aλ ϕ σ σ′ − = = 。 

定理 2 假设 0 1 1, , , , 0ka a a F− ≡/ ， 0ϕ ≡/ 是有限级亚纯函数，满足 ( ) ( )( )0 1,2, , 1ja a j kσ σ< = − ，且

( ) ( )0
0

log ,
lim

logr

m r a
a

r
σ

→+∞
= ，ϕ 不是微分方程 

( ) ( )1
1 0

k k
kf a f a f F−
−+ + + =                               (3) 

的解，如果方程(3)有非零亚纯解，且 ( )1 f
f

λ µ 
< 

 
， ( )fσ = +∞。那么 

i) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 0,f f f f aλ ϕ σ λ ϕ σ σ− = = +∞ − = = ，至多除去一个例外； 

ii) 进一步，若 ( ) ( )
( )

( )
2

10 0 0
1 1 1

00 0 0

0
k

k k j
k j jj

j

a a aF F a a a a
a a a

ϕ ϕ ϕ
−

−
− + +

=

    ′ ′ ′
′′ ′ ′− − + − + + − ≡/    

    
∑ ，则 

( ) ( ) ( )2 2 0f f aλ ϕ σ σ′ − = = ，至多除去一个例外。 

定理 3 假设 0 1 1, , , , , 0ka a a F ϕ− ≡/ 是有限级亚纯函数，满足 ( ) ( )( )0 1,2, , 1ja a j kσ σ< = − ，且

( ) ( )0
0

log ,
lim

logr

m r a
a

r
σ

→+∞
= ，ϕ 不是微分方程(3)的解，如果方程(3)有非零亚纯解 f ，且 ( )1 f

f
λ µ 

< 
 

，那

么 
i) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 0,f f f f aλ ϕ σ λ ϕ σ σ− = = +∞ − = = ，至多除去一个例外； 

ii) 进一步，若 ( ) ( ) ( )
2

10 0 0
1 1 1

00 0 0

0
k

k k j
k j j j

j

a a aF F a a a a
a a a

ϕ ϕ ϕ
−

−
− + +

=

    ′ ′ ′
′′ ′ ′− − + − + + − ≡/    

    
∑ ，则 

( ) ( ) ( )2 2 0f f aλ ϕ σ σ′ − = = ，至多除去一个例外。 

注记 1 将定理 1，定理 2，定理 3 条件
( ) ( )0

0
log ,

lim
logr

m r a
a

r
σ

→+∞
= 变换成 ( ) ( )( )0 0, ,N r a O m r a= ，定理 1，

定理 2，定理 3 结论仍然成立。 
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注记 2 令 zϕ = ，可以分别得到方程(2)及方程(3)非零亚纯解的不动点性质。 
推论 1 假设 0 1 1, , , ka a a − 是亚纯函数，满足 ( ) ( ) ( )0 1,2, , 1ja a j kσ σ< < +∞ = − ，且 

( ) ( )0
0

log ,
lim

logr

m r a
a

r
σ

→+∞
= 。如果 0f ≡/ 是方程(2)的亚纯解，且 ( )1 f

f
λ µ 

< 
 

。则 f 满足 ( ) ( )f fτ σ= = +∞，

( ) ( ) ( )2 2 0f f aτ σ σ= = 。 
推论 2 假设 0 1 1, , , , 0ka a a F− ≡/ ， 1 0F a a z≡ +/ 是有限级亚纯函数，满足 

( ) ( ) ( )0 1,2, , 1ja a j kσ σ< < +∞ = − ，如果方程(3)有非零亚纯解 f ，且
( ) ( )0

0
log ,

lim
logr

m r a
a

r
σ

→+∞
= ， 

( )1 f
f

λ µ 
< 

 
， ( )fσ = +∞，那么， f 有无穷多个不动点，且满足 ( ) ( )f fτ σ= = +∞， 

( ) ( ) ( )2 2 0f f aτ σ σ= = ，至多除去一个例外。 

推论 3 假设 0 1 1, , , ka a a − , 1 0F a a z≡ +/ 是有限级亚纯函数，满足 ( ) ( ) ( )0 1,2, , 1ja a j kσ σ< < +∞ = − ，

且
( ) ( )0

0
log ,

lim
logr

m r a
a

r
σ

→+∞
= ，如果方程(3)有非零亚纯解 f ，且 ( )1 f

f
λ µ 

< 
 

，那么， f 有无穷多个不动

点，且满足 ( ) ( )f fτ σ= = +∞， ( ) ( ) ( )2 2 0f f aτ σ σ= = ，至多除去一个例外；进一步地，如果 0F ≡/ ，则

( ) ( ) ( )f f fλ τ σ= = = +∞， ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 0f f f aλ τ σ σ= = = 。 

2. 预备知识及引理 

引理 1 [11] 假设 0 1 1, , , ka a a − 是亚纯函数，满足 ( ) ( ) ( )0 1,2, , 1ja a j kσ σ< < +∞ = − ，且满足条件

( ) ( )0
0

log ,
lim

logr

m r a
a

r
σ

→+∞
= 。如果 0f ≡/ 是方程(2)的亚纯解，且 ( )1 f

f
λ µ 

< 
 

。则 f 满足 ( )fσ = +∞ ，

( ) ( )2 0f aσ σ= 。 

类似文献[11]中定理 2 的证明方法，我们可得到以下引理： 
引理 2 假设 0 1 1, , , , 0ka a a F− ≡/ 是有限级亚纯函数，满足 ( ) ( )( )0 1,2, , 1ja a j kσ σ< = − ，如果方程(3)

有非零亚纯解 f ，且 ( )1 f
f

λ µ 
< 

 
， ( )fσ = +∞，那么 

i) ( ) ( ) ( )f f fλ λ σ= = = +∞； 

ii) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 0f f f aλ λ σ σ= = ≤ 。若
( ) ( )0

0
log ,

lim
logr

m r a
a

r
σ

→+∞
= ，则 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 0f f f aλ λ σ σ= = = ，

至多除去一个例外。 
引理 3 假设 0 1 1, , , ,ka a a F− 是有穷级亚纯函数，满足 ( ) ( )( )0 1,2, , 1ja a j kσ σ< = − ，且 

( ) ( )0
0

log ,
lim

logr

m r a
a

r
σ

→+∞
= ，如果方程(3)有非零亚纯解 f ，且 ( )1 f

f
λ µ 

< 
 

，那么 

i) ( )fσ = +∞，至多除去一个例外。进一步地，若 0F ≡/ ，则 ( ) ( ) ( )f f fλ λ σ= = = +∞，至多可能

除去一个例外； 
ii) ( ) ( )2 0f aσ σ= ，至多可能除去一个例外。进一步地，若 0F ≡/ ，则 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 0f f f aλ λ σ σ= = = ，

至多可能除去一个例外。 
证明 i)：若 0F ≡ ，由引理 1 知 ( )fσ = +∞。若 0F ≡/ ，假设方程(3)存在两个互不相等的解 1 2,f f ，

满足 ( ) ( )1 2f fσ σ= < +∞，那么 ( )1 2f fσ − < +∞。又 1 2f f− 是方程(2)的解，由引理 1 得 ( )1 2f fσ − = +∞ ，
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矛盾，故 ( )fσ = +∞，至多可能除去一个例外。进一步地，若 0F ≡/ ，由引理 2 知 ( ) ( ) ( )f f fλ λ σ= = = +∞，

至多可能除去一个例外。 
ii)：类似 i)的证明可得。 

3. 定理的证明 

定理 1 的证明：i) 假设 f 是方程(2)的非零亚纯解，且 ( )1 f
f

λ µ 
< 

 
，由引理 1 知， ( )fσ = +∞。令

g f ϕ= − ，则 f g ϕ= + ， f g ϕ′ ′ ′= + ， ( ) ( ) ( ) ( )2,3, ,n n nf g n kϕ= + =  ，且 ( ) ( ) ( )g f fσ σ ϕ σ= − = = +∞，

将 f g ϕ= + ， f g ϕ′ ′ ′= + ， ( ) ( ) ( ) ( )2,3, ,n n nf g n kϕ= + =  代入方程(2)，得到 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1
1 0 1 1 0 .k k k k

k kg a g a g a a aϕ ϕ ϕ ϕ− −
− − ′+ + + = − + + + +                   (4) 

令 ( ) ( )1
0 1 1 0

k k
kX a a aϕ ϕ ϕ ϕ−
− ′= + + + + 。由ϕ 不是方程(2)的解知 0 0X ≡/ ，于是方程(4)可以写成 

( ) ( )1
1

1 0
0

1 1 .
k k

k
g g a ga a

g X g g g

−

−

 ′
= − + + + +  

 
                          (5) 

故有 

( )
( )

( )
1

1 00

1, , , , .
ik k

j
i j

gm r g m r m r m r a c
X g

−

= =

  
≤ + + +       

∑ ∑                       (6) 

c为常数，下面 c都代表常数，取值可能不同。考虑方程(5)，假设 0z 是 g 的一个 ( )kα α > 阶零点，

则 0z 至少是 0X 的 kα − 阶零点，所以有 

0

1 1 1, , , .N r kN r N r
g g X

    
≤ +     

     
                             (7) 

又因为
( )

( )( ), log ,
ngm r c rT r g

g
 

≤  
 

，除去一个线测度为有穷的集合 [ )1 0,E ⊂ +∞ ，所以由(6) (7)式得 

( ) ( )( ) ( )
1

00

1 1 1, , , , log , , , .
k

j
j

T r g T r c kN r T r c r T r g m r a c
g g X

−

=

    
= + ≤ + + + +    

     
∑           (8) 

故 ( ) ( )g gσ λ≤ ， ( ) ( )2 2g gσ λ≤ ，所以 ( ) ( )g gσ λ= ， ( ) ( )2 2g gσ λ= 。由引理 1 得 

( ) ( )f fλ ϕ σ− = = +∞ ， ( ) ( ) ( )2 2 0f f aλ ϕ σ σ− = = 。 

ii) 令 h f ϕ′= − ，则 f h ϕ′ = + ， f h ϕ′′ ′ ′= + ， ( ) ( ) ( ) ( )1 1 3,4, , 1n n nf h n kϕ− −= + = + ，且 

( ) ( ) ( )h f fσ σ σ′= = = +∞。对方程(2)两边微分得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1 2 1 0 0 0.k k k

k k kf a f a a f a a f a f+ −
− − −′ ′ ′+ + + + + + + =                  (9) 

又由方程(2) 

( ) ( )( )1
1 1

0

1 .k k
kf f a f a f

a
−

− ′= − + + +                            (10) 

故有 
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( ) ( ) ( ) ( )1 10 0 1 0 0 1
1 1 0 1 1 0

0 0 0 0

.k k k k
k k

a a a a a ah a h a a h a a a
a a a a

ϕ ϕ ϕ− −
− −

        ′ ′ ′ ′
′ ′+ − + + + − = − + − + + + −        

        
   (11) 

令 ( ) ( )10 0 1
0 1 1 0

0 0

k k
k

a a aY a a a
a a

ϕ ϕ ϕ−
−

    ′ ′
′= − + − + + + −    

    
 ，则由定理条件知 0 0Y ≡/ 。于是，方程(11)变

成 

( ) ( )1
0 0 1

1 1 0
0 0 0

1 1 .
k k

k
h a h a aa a a

h Y h a h a

−

−

  ′ ′
′= − + − + + + −  

   
                     (12) 

对方程(12)式运用类似(6)~(8)式的方法得到 

( ) ( )( )
2

0 1 0
1 1

00 0 0

1 1, , , log , , , , .
k

j
j j k

j

a a aT r h kN r T r c r T r h m r a a T r a c
h Y a a

−
+

+ −
=

′     ′  ′≤ + + + + − + − +      
       

∑   (13) 

所以 ( ) ( )2 2h hσ λ≤ ，故 ( ) ( )2 2h hσ λ= ，即 ( ) ( ) ( )2 2 0f f aλ ϕ σ σ′ − = = 。 

定理 2 的证明：i) 假设 f 是方程(3)的非零亚纯解，且 ( )1 f
f

λ µ 
< 

 
， ( )fσ = +∞。令 g f ϕ= − ，

则 f g ϕ= + ，f g ϕ′ ′ ′= + ， ( ) ( ) ( ) ( )2,3, ,n n nf g n kϕ= + =  ，且 ( ) ( ) ( )g f fσ σ ϕ σ= − = = +∞，将 f g ϕ= + ，

f g ϕ′ ′ ′= + ， ( ) ( ) ( ) ( )2,3, ,n n nf g n kϕ= + =  代入方程(3)，得到 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1
1 0 1 1 0 .k k k k

k kg a g a g F a a aϕ ϕ ϕ ϕ− −
− − ′+ + + = − + + + +                 (14) 

令 ( ) ( )( )1
1 1 1 0

k k
kX F a a aϕ ϕ ϕ ϕ−
− ′= − + + + + ，由于ϕ 不是方程(3)的解，知 1 0X ≡/ 。于是方程(14)可以

写成 

( ) ( )1
1

1 0
1

1 1 .
k k

k
g g a ga a

g X g g g

−

−

 ′
= − + + + +  

 
                         (15) 

对方程(15)运用类似(6)~(8)式的方法得到 

( ) ( )( ) ( )
1

01

1 1 1, , , , log , , , .
k

j
j

T r g T r c kN r T r c r T r g m r a c
g g X

−

=

    
= + ≤ + + + +    

     
∑          (16) 

故 ( ) ( )g gσ λ≤ ， ( ) ( )2 2g gσ λ≤ ，所以 ( ) ( )g gσ λ= ， ( ) ( )2 2g gσ λ= 。由引理 2 得 

( ) ( )f fλ ϕ σ− = = +∞ ， ( ) ( ) ( )2 2 0f f aλ ϕ σ σ− = = ，至多除去一个例外。 

ii) 令 h f ϕ′= − ，则 f h ϕ′ = + ， f h ϕ′′ ′ ′= + ， ( ) ( ) ( ) ( )1 1 3,4, , 1n n nf h n kϕ− −= + = + ，由引理 2 得 

( ) ( ) ( )h f fσ σ σ′= = = +∞。对方程(3)两边微分得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1 2 1 0 0 .k k k

k k kf a f a a f a a f a f F+ −
− − −′ ′ ′ ′+ + + + + + + =                (17) 

又由方程(3) 

( ) ( )( )1
1 1

0

1 .k k
kf f a f a f F

a
−

− ′= − + + + −                          (18) 

故有 
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( ) ( )

( ) ( )

10 0 1
1 1 0

0 0

10 0 0 1
1 1 0

0 0 0

.

k k
k

k k
k

a a ah a h a a h
a a

a a a aF F a a a
a a a

ϕ ϕ ϕ

−
−

−
−

   ′ ′
′+ − + + + −   

   
    ′ ′ ′

′ ′= − − + − + + + −    
    





                (19) 

令 ( ) ( )10 0 0 1
1 1 1 0

0 0 0

k k
k

a a a aY F F a a a
a a a

ϕ ϕ ϕ−
−

    ′ ′ ′
′ ′= − − + − + + + −    

    
 ，由已知条件知 1 0Y ≡/ 。 

于是，方程(19)变为 
( ) ( )1

0 0 1
1 1 0

1 0 0

1 1 .
k k

k
h a h a aa a a

h Y h a h a

−

−

  ′ ′
′= − + − + + + −  

   
                     (20) 

对方程(20)运用类似(6)~(8)式的方法得到 

( ) ( )( )
2

0 1 0
1 1

01 0 0

1 1, , , log , , , , .
k

j
j j k

j

a a aT r h kN r T r c r T r h m r a a T r a c
h Y a a

−
+

+ −
=

′ ′      ′≤ + + + + − + − +     
       

∑   (21) 

所以 ( ) ( )2 2h hσ λ≤ ，故 ( ) ( )2 2h hσ λ= ，由引理 2 知即 ( ) ( ) ( )2 2 0f f aλ ϕ σ σ′ − = = ，至多除去一个例

外。 
定理 3 的证明：由引理 3 知， ( )fσ = +∞，至多可能除去一个例外。由定理 1，定理 2 的证明方法

及结论易得。 
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