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Abstract 
The optical orthogonal code had been studied since 1989. The study of optical orthogonal codes 
has been motivated by applications in optical code-division multiple access system. In this paper, 
the maximum volume has been determined for two classes of two dimensional optical orthogonal 
codes of hamming weight 3 with auto-correlation parameter that is 1,2 and cross-correlation pa-
rameter is 2, and gave the direct construction of it. 
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摘  要 

自1989年提出光正交码的概念以来，关于光正交码的最大容量及构造方法一度成为组合设计与编码理论

领域的研究热点。光正交码是为码分多址光纤信道而设计的专用码。本文运用组合计数和代数方法确定

了汉明重为3，自相关值为1、2，互相关值为2的两类二维光正交码的最大容量，并给出相应码字结构。 
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1. 引言 

设 , , an m λ 和 cλ 是正整数，则一个参数为 ( ), , ,a cn m k λ λ× 的二维光正交码， C ( 简单记作

( )2- , , ,a cD n m k OOCλ λ× − )，是满足特定条件的 n m× 阶 ( )0,1 -矩阵(码字)的集合，其中 k， aλ 和 cλ 分别称

为该正交码的权重，自相关值和互相关值。令 ( ),n m kΩ × 表示 n mI Z× 中所有 k 元组的集合，其中

{ }0,1, , 1nI n= − ， mZ 是模 m 的剩余类加法群。设 C 是一给定的二维光正交码，对每个 ( )0,1 -矩阵

( )ij n m
A a C

×
= ∈ ，令其行标和列标分别取值于集合 nI 和 mZ ，使得 ( ), Ai j X∈ 当且仅当矩阵A的元素 1ija = 。

于是，二维 ( ), , ,a cn m k OOCλ λ× − ，C，可以视作集合 ( ),n m kΩ × 的一个子集，其元素满足下列两个条件： 
1) 自相关性：对任意 X C∈ 和每个 { }\ 0mZτ ∈ ，有 ( ) aX Y τ λ+ ≤ ； 
2) 互相关性：对任意的 X C∈ ，Y C∈ 且 X Y≠ 和每个 mZτ ∈ ，有 ( ) cX Y τ λ+ ≤ 。 
其中 ( ) ( ){ }, : ,X x i x i Xτ τ+ = + ∈ 且所有加法模 m 计算。 
当 1n = 时，一个 ( )2- 1 , , ,a cD m k OOCλ λ× − 通常称作一维 ( ), , ,a cm k OOCλ λ − 。二维光正交码中所含

码字个数称为其容量。对给定的正整数 n 和 m，用 ( ), , ,a cn m k λ λΦ × 表示所有 ( )2- , , ,a cD n m k OOCλ λ× − 的

最大容量。若 a cλ λ λ= = ，上述符号可简写为 ( ), ,m k OOCλ − 和 ( ), ,n m k λΦ × 。 
光正交码是为码分多址(OCDMA)光纤信道而设计的一种专用码。光正交码的研究始于 1989 年[1]。

关于一维光正交码已有许多研究结果，参见文献[2] [3]及其中所列参考文献。实际应用，需要大容量相关

性能好的光正交码。二维光正交码正是为克服一维光正交码的码字长，稳定性差等不足而提出的。二维

光正交码的研究主要集中在 3,4,5k = 的情况，参见文献[4]中所列的参考文献。当 1a cλ λ= = 时，王建民等[5],
冯弢等[2]和王小苗等[6]给出 ( )2- ,3,1D n m OOC× − ， ( )2- ,3, 2,1D n m OOC× − 的最大容量及部分无限类的构

造方法。本文确定当 1,2aλ = 时， ( )2- ,3, , 2aD n m OOCλ× − 的最大容量，并给出直接构造法。我们主要证明 
定理 1. 设 n 和 m 是正整数，则 

( )

( )

( )

( )

( )

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2
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2. 基础知识  

下面先介绍在证明结论时所涉及到的基本概念和相关结论。  
对任意的 mg Z∈ 和 ( ),X n m k∈Ω × ，定义 ( ) ( ){ }, : ,X g x i g x i X+ = + ∈ ，称为 X 的平移。于是，群 mZ

作用于 ( ),n m kΩ × 。集合 ( ) { }: mO X X g g Z= + ∈ 称为X所生成的轨道。包含m个元素的轨道称为长轨道，

否则称为短轨道。显然，在群 mZ 的作用下集合 ( ),n m kΩ × 被划分成若干个轨道。 
设 ( ),X n m k∈Ω × 。 对 任 意 nX I∈ ， 定 义 X 的 ( ),x x - 纯 差 是 一 个 多 重 集 合

( ) ( ) ( ){ }: , , , ,xx X j i x i x j X i j∆ = − ∈ ≠ ，其中加法模 m 计算。再令 ( )Xλ 表示多重集 ( )
n

xx
x I

X
∈

∆


中元素的

最大重数。于是由文献[4]， 

( ) ( ) { }{ }max : \ 0mX X X Zλ τ τ= + ∈                         (1.1) 

例 1. 下列四个 ( )0,1 -矩阵构成一个 ( )2- 3 2,3,1,2D OOC× − 。 

1 1 0 0
1 0 0 0
 
 
 

, 
1 1 0 0
0 1 0 0
 
 
 

, 
1 0 0 0
1 1 0 0
 
 
 

, 
0 1 0 0
1 1 0 0
 
 
 

 

通过标记矩阵中 1 的位置，四个矩阵可以转换成 2 4I Z× 上的四个 3-元组 

( ) ( ) ( ){ }1 0,0 , 0,1 , 1,0X = , ( ) ( ) ( ){ }2 0,0 , 0,1 , 1,1X = , 

( ) ( ) ( ){ }3 0,0 , 1,0 , 1,1X = , ( ) ( ) ( ){ }3 0,1 , 1,0 , 1,1 .X =  

3. 当 a 1, 2λ = 时， ( )aD n m OOC2 - , 3, , 2λ× − 的最大容量 

根据二维光正交码的定义和式(1.1)，不难证明一个 ( )2- ,3, , 2aD n m OOCλ× − ，C，是集合 ( ),3n mΩ ×

在群 mZ 作用下一些长轨道代表元 X 的集合。从而 ( ),3, , 2an m λΦ × 是 ( ),3n mΩ × 在群 mZ 作用下满足

( ) aXλ λ≤ 的长轨道 ( )O X 的个数。 
我们在文献[4]中证明了一个 ( )2- , , 1D n m k k OOC× − − 的最大容量就是集合 ( ),n m kΩ × 在群 mZ 作用

下所有长轨道个数。 
引理 2.1：([4])设 n，m 和 k 是正整数。 ( )xµ 是莫比乌斯函数，则 

( ) ( )
( ),

1, , 1
d k m

nm
dn m k k d
km
d

µ

 
 
 Φ × − =
 
 
 

∑  

因此 ( ),3, 2n mΦ × 恰好是 ( ),3n mΩ × 在群 mZ 作用下所有长轨道的个数。因此引理 2.1 中取 3k = 得下

面的推论。 
推论 2.2：设 n 和 m 是正整数。则 

( )

( )( ) ( )

( ) ( )
2

1 2
,        1, 2 mod3 ,

6,3, 2
3

,                 0 mod3 .
6

n nm nm
m

n m
n m nm

m

− −
≡Φ × = 

− ≡

 

由 平 移 的 定 义 ， 一 个 ( )2- ,3, , 2aD n m OOCλ× − 的 轨 道 代 表 元 的 形 式 总 可 以 写 作

( ) ( ) ( ){ },0 , , , ,X x y i z j= ， 其中 , , , ,n mx y z I i j Z∈ ∈ ，并且可以分如下三种形式： 
形式 1： ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , , , ,n mX x x i x j x I i j Z= ∈ ∈ 且 i j≠ ； 
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形式 2： ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , , , , , ,n mX x x i y j x y I x y i j Z= ∈ ≠ ∈ ； 
形式 3： ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , , , , nX x y i z j x y z I= ∈ ， , ,x y z 互不相同且 , mi j Z∈ 。 
令 { }0, ,B i j= 表示码字 ( ) ( ) ( ){ },0 , , , ,X x x i x j= 的导出组。定义 { }0, ,B i j= 的差集为多重集合

( ){ }mod | ,B j i m i j B∆ = − ∈ ，并且 B∆ 中基础元素的集合又称为 B∆ 的支集，记作 ( )supp B∆ 。则由文献[3]
的引理 2.2 得 

( ) { } ( )

( )

{ } ( )

2, ,
3

3, ,
4

4, 0, , 2 2,3,

5, 0, , 3,
2

6, 0, , 2,3, 4,5.

m

m

mB Z

mB Z

supp B B i i supp B

mB i supp B

B i j supp B

  =    
  ⊂  

 
∆ = = ∆ ≠


  = ∆ ≠   


= ∆ ≠


且

且

且

 

由此可得下列结论： 
引理 2.3：设 m 是正整数。码字 ( ) ( ) ( ){ },0 , , , ,X x x i x j= 满足 ( ) 2Xλ = 当且仅当 { }0, ,B i j= 有下列形

式之一： 

1) 
4 m
mB Z ⊂  

 
； 

2) { }0, , 2B i i= ，其中 ( )0 modri m≠ ， 3,4r = ； 
3) { }0, , 2B i m= ，其中 ( )4 0 modi m≠ 。 
设 Q 是 ( ),3n mΩ × 在群 mZ 作用下的任意轨道。若 ,X Y Q∈ ，则 ( ) ( )

n nxx xxx I x I
X Y

∈ ∈
∆ = ∆

 

且

( ) ( )X Yλ λ= 。于是，有下列结论： 
引理 2.4：对 ( ),3X n m∈Ω × ，若 ( ) 2Xλ = ，则 X 只能有下列形式之一： 
1) ( ) ( ) ( ){ },0 , , , ,X x x i x j= ，其中 nx I∈ ， { }, \ 0mi j Z∈ 且 i j≠ ； 
2) ( ) ( ) ( ){ },0 , , , ,X x x i y j= ，其中 nx y I≠ ∈ ， , mi j Z∈ 且 0i ≠ 。 

4. 当 a 1, 2λ = 时， ( )aD n m OOC2 - , 3, , 2λ× − 的最大容量 

为确定 ( ),3,1, 2n mΦ × 的值，我们首先要确定满足条件 ( ) 2Xλ = 的所有长轨道的个数。令 ( )2Θ 表示

( ),3n mΩ × 在群 mZ 作用下所有满足条件 ( ) 2Xλ = 的长轨道 ( )O X 的集合。根据引理 2.4， ( )2Θ 可以写成

两个互不相交的集合的并，不妨设 ( ) 1 22Θ = Θ Θ ， 其中 

( ) ( ) ( ) ( ){ } { } ( ){ }1 : ,0 , , , , , , , \ 0 , 2n mO X X x x i x j x I i j Z i j XλΘ = = ∈ ∈ ≠ =且 ； 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ){ }2 : ,0 , , , , , , , , 0 2n mO X X x x i y j x y I i j Z i XλΘ = = ≠ ∈ ∈ ≠ =且  

于是， ( ) 1 22Θ = Θ + Θ 。下面分别计算 1Θ 和 2Θ 的大小。 

根据引理 2.3， 1Θ 又可以写成下列三个互不相交的子集合的并，
3

1 1
1

i
i=

Θ = Θ


，其中 

( ) ( ) ( ) ( ){ } { }{ }11 : ,0 , , , , , , 4, 2,3 4O X X x x i x j i j m m m i jΘ = = ∈ ≠且 ； 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ){ }12 : ,0 , , , , 2 , 0 mod , 3,4O X X x x i x i ri m rΘ = = ≠ = ； 
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( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ){ }13 : ,0 , , , , 2 , 4 0 modO X X x x i x m i mΘ = = ≠ 。 

引理 3.1：设 n 和 m 是正整数，若 4 m，则 11 nΘ = ，否则为 0。 
证明：根据集合 11Θ 的定义，对给定的 nx I∈ ，若 ( ) 11O X ∈Θ ，则 ( ) ( ) ( ){ },0 , , 4 , , 2X x x m x m= ，

( ) ( ) ( ){ },0 , , 4 , ,3 4X x x m x m= 或 ( ) ( ) ( ){ },0 , , 2 , ,3 4X x x m x m= 。显然此三个区组属于同一条轨道。于是，

结论得证。 
引理 3.2：设 n 和 m 是正整数，则 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

12

1
,         ,12 1,5,7,11,

2
2

,        ,12 2,10,
2

3
,         ,12 3,9,

2
4

,         ,12 4,6,8,
2

6
,         ,12 0.

2

n m
m

n m
m

n m
m

n m
m

n m
m

−
=


− =

 −Θ = =


− =


− =

 

证：设Q是 12Θ 中任意轨道，则必有 ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , 2X x x i x i= ， ( )0 modri m≠ 且 3,4r = 使得 ( )Q O X= 。

故 ( ) { }, 2xx X i i∆ = ± ± 。再令 ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , 2X x x i x i′ ′ ′ ′ ′ ′= ， ( )0 modri m′ ≠ 且 3,4r = 。若 X 和 X ′属于同一

条轨道，则总存在某个 md Z∈ 使得 X X d′= + 。这等价于 ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , 2 ,0 , , , , 2x x i x i x x i d x i d′ ′ ′ ′ ′= + + ，

即，x x′= 且{ } { }0, , 2 , , 2i i d i d i d′ ′= + + 。由此得 { }0, , 2d i i∈ 。若 0d = ，则{ } { }, 2 , 2i i i i′ ′= 。由此得 i i′ = ，

否则若 2i i′ = ，2i i′ = 。于是得 ( )3 0 modi m≡ ，这与 12Θ 的定义矛盾。若 d i= ，则{ } { }0,2 ,2i i i i i′ ′= + + 。

由此得 0i i′ + = ， 2 2i i i′ + = 或 2 0i i′ + = ， 2i i i′ + = 。经计算仍得 ( )3 0 modi m≡ ，矛盾。若 2d i= ，则

{ } { }0, 2 ,2 2i i i i i′ ′= + + 。由此得 2 2 0i i′ + = ，即 i i′ = − 。否则若 2 0i i′ + = ，则仍得 ( )3 0 modi m≡ ，矛盾。

综上分析，若 X 和 X ′属于同一条轨道，则 { },i i i′∈ − 。反之显然。故， ( )12 1 2n m εΘ = − ，其中 1ε 表示

满足方程 ( )0 modri m≡ ， 3, 4r = 的 i 的个数。经详细计算引理结论得证。 
引理 3.3：设 n 和 m 是正整数。则 

( )
( ) ( )

( ) ( )

13

0,                      , 2 1,

2
,         , 4 2,

2
4

,         , 4 4.
2

m

n m
m

n m
m


=


−Θ = =


 −

=


 

证：证明过程与引理 3.1 类似。 
引理 3.4：设 n 和 m 是正整数。则 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1

1
,         ,12 1,5,7,11,

2
2 ,        ,12 2,10,
3

,        ,12 3,9,
2

3 ,         ,12 4,6,8,
4 ,         ,12 0.

n m
m

n m m
n m

m

n m m
n m m

−
=


− =

Θ = − =
 − =
 − =
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证：由
3

1 1
1

i
i=

Θ = Θ


，且 1 , 1, 2,3i iΘ = 互不相交，故
3

1 1
1

i
i=

Θ = Θ∑ 。经详细计算结论得证。 

引理 3.5：设 n 和 m 是正整数。则 

( )
( ) ( )2

0,                        , 2 1,

1
,         , 2 0.

2

m

n n m
m

=
Θ =  −

=


 

证：设 Q 是 2Θ 中任意一条轨道。则由引理 2.3 知，必存在 ( ) ( ) ( ){ },0 , , , ,X x x i y j= 使得 ( )Q O X= ，

其中 , , , 0n mx y I i j Z i≠ ∈ ∈ ≠ 且 ( ) 2Xλ = 。而且 { }xx X i∆ = ± ， { },xy X j j i∆ = − 。这里 j j i≠ − ，否则

( )0 modi m≡ ，这与 0i ≠ 矛盾。因此若 2 | m ，则 ( ) 2Xλ = 当且仅当 i i= − 即
2
mi = 。于是，若 2 | m ，则集

合 2Θ 可以改写为 

( ) ( ) ( )2 : ,0 , , , , , ,
2 n m
mO Y Y x x y j x y I j Z

   Θ = = ≠ ∈ ∈    
   

 

为确定 2Θ 中轨道个数，我们定义映射 2 2:σ Θ → Θ 使得 ( ) ( )Y O Yσ = 。对任意 2Q∈Θ ，下面先确定

( )1
2Qσ − ⊆ Θ 的值。 

设 ( )Q O Y= ，其中 2Y ∈Θ 。若 ( ) ( ) ( )1,0 , , , ,
2
mY x x y j Qσ −  ′ ′ ′ ′ ′= ∈  

  
，其中 nx y I′ ′≠ ∈ ， mj Z′∈ 。则

( ) ( )O Y O Y ′= ，故存在 md Z∈ 使得Y Y d= + ，即 ( ) ( ) ( ) ( ),0 , , , , , , , , ,
2 2
m mx x y j x d x d y j d      ′ ′ ′ ′= + +      

      
，

这等价于 ( ) ( ),0 , ( , , , ,
2 2
m mx x x d x d      ′ ′= +      

      
且 ( ) ( ), ,y j y j d′ ′= + 。由此得 ( ) ( ), ,x y x y′ ′= 且 0d = 或

2
m

。

于是 ,
2
mj j j ′∈ − 

 
。反之显然。故 

( ) ( ) ( )1 ,0 , , , , , , , ,
2 2n
m mQ x x y j x y I j j jσ −      ′ ′= ∈ ∈ −    

     
 

这表明，对任意的 2Q∈Θ ，有 ( )1 2Qσ − = 。故，
( )

2 2

1
2

2
n n m−

Θ = Θ = 。 

根据前面引理的结果定理 1 证明如下： 
证：根据引理 2.1，得 ( ) ( ) ( ),3,1, 2 ,3,2 2n m n mΦ × = Φ × − Θ ，其中 ( ) 1 22Θ = Θ + Θ 再结合推论 2.2，

引理 3.4，和引理 3.5，加以详细计算定理的结论得证。 

5. 码字结构 

根据前面分析，我们给出最大二维 ( ),3, , 2an m OOCλ× − 的直接构造法。 
一个最大二维 ( ),3, 2n m OOC× − 的任意码字 X 满足 ( ) 2Xλ ≤ ，所以 ( ),3n mΩ × 的码字中舍掉

( ) 3Xλ = 的码字，剩余的码字既是最大二维 ( ),3, 2n m OOC× − 的所有码字。既有 
定理 2：设 n 是任意正整数，一个最大二维 ( ),3, 2n m OOC× − 的码字结构如下： 

( )1,5 mod 6m ≡ 时， 
1) ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , , , , ,n mX x x i x j x I i j Z i j= ∈ ∈ < 且 2j i≠ ； 
2) ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , , , ,n mX x x i y j x y I i j Z= ≠ ∈ ∈ ； 
3) ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , , , , nX x y i z j x y z I= ∈ ，互不相同且 , mi j Z∈ 。 
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( )2, 4 mod 6m ≡ 时， 
1) ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , , , , ,n mX x x i x j x I i j Z i j= ∈ ∈ < 且 2j i≠ ； 
2) ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , , , ,n mX x x i y j x y I i j Z= ≠ ∈ ∈ 且 ( )2 0 modi m≠ ； 
3) ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , , , , nX x y i z j x y z I= ∈ ，互不相同且 , mi j Z∈ 。 

( )3 mod 6m ≡ 时， 
1) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ),0 , , , , , , , , 3, 2 3n mX x x i x j x I i j Z i j m m= ∈ < ∈ ∉ 且 , 2i j j i< ≠ ； 
2) ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , , , ,n mX x x i y j x y I i j Z= ≠ ∈ ∈ ； 
3) ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , , , , nX x y i z j x y z I= ∈ ，互不相同且 , mi j Z∈ 。 
定理 3 设 n 是任意正整数，一个最大二维 ( ),3,1, 2n m OOC× − 的码字结构如下： 

( )0 mod12m ≡ 时， 
1) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , , , , , 4,3 4 , 3, 2 3n mX x x i x j x I i j Z i j m m m m= ∈ < ∈ ∉ 且 2j i≠ ； 
2) ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , , , ,n mX x x i y j x y I i j Z= ≠ ∈ ∈ 且 ( )2 0 modi m≠ ； 
3) ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , , , , nX x y i z j x y z I= ∈ 互不相同且 , mi j Z∈ 。 

( )1,5 7,11 mod12m ≡ ， 时， 
1) ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , , , , ,n mX x x i x j x I i j Z i j= ∈ ∈ < 且 2j i≠ ； 
2) ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , , , ,n mX x x i y j x y I i j Z= ≠ ∈ ∈ ； 
3) ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , , , , nX x y i z j x y z I= ∈ 互不相同且 , mi j Z∈ 。 

( )2,10 mod12m ≡ 时， 
1) ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , , , , ,n mX x x i x j x I i j Z i j= ∈ ∈ < 且 , 2j i i≠ ； 
2) ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , , , ,n mX x x i y j x y I i j Z= ≠ ∈ ∈ 且 ( )2 0 modi m≠ ； 
3) ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , , , , nX x y i z j x y z I= ∈ 互不相同且 , mi j Z∈ 。 

( )3,9 mod12m ≡ 时， 
1) ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , , , , , , 2n mX x x i x j x I i j Z i j j i= ∈ ∈ < ≠ 且 3i m≠ ； 
2) ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , , , ,n mX x x i y j x y I i j Z= ≠ ∈ ∈ ； 
3) ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , , , , nX x y i z j x y z I= ∈ 互不相同且 , mi j Z∈ 。 

( )4,8 mod12m ≡ 时， 
1) ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , , , , , , 2n mX x x i x j x I i j Z i j j i= ∈ ∈ < ≠ 且 ( ) ( ), 4,3 4i j m m≠ ； 
2) ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , , , ,n mX x x i y j x y I i j Z= ≠ ∈ ∈ 且 ( )2 0 modi m≠ ； 
3) ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , , , , nX x y i z j x y z I= ∈ 互不相同且 , mi j Z∈ 。 

( )6 mod12m ≡ 时， 
1) ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , , , , , , 2n mX x x i x j x I i j Z i j j i= ∈ ∈ < ≠ 且 3i m≠ ； 
2) ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , , , ,n mX x x i y j x y I i j Z= ≠ ∈ ∈ 且 ( )2 0 modi m≠ ； 
3) ( ) ( ) ( ){ },0 , , , , , , , nX x y i z j x y z I= ∈ 互不相同且 , mi j Z∈ 。 
本文用组合计数和代数方法，对任意正整数 n ， m 和 1,2aλ = ，确定了二维光正交码

( ),3, , 2an m OOCλ× − 的最大容量，并给出相应码字结构。希望我们的结果对权重为 3 的二维光正交码最

大容量和码字构造问题的研究的完善有一定的参考价值。 
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