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Abstract 

In this paper, we introduce a new weak BMO-type space ( )p
AWBMO χ  ( < <1 p ∞ ) on the homoge-

neous space χ , which is associated with generalized approximations to the identity and genera-

lizes ( )pWBMO χ  space. We show the equivalence of ( )p
ABMO χ  space and ( )p

AWBMO χ  space, 

and give the interpolation theorem of ( )p
AWBMO χ  space and ( )pL χ  space. 
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摘  要 

在本篇文章中，我们引入了齐型空间 χ上与广义逼近恒等式相关的一类新的弱BMO型空间 ( )p
AWBMO χ ，

< <1 p ∞，它是 ( )pWBMO χ 空间的推广。我们证明了 ( )p
ABMO χ 空间与 ( )p

AWBMO χ 空间的等价性，并

给出了 ( )p
AWBMO χ 空间与 ( )pL χ 空间的插值定理。 
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1. 引言 

19 世纪 60 年代引入的经典 ( )nBMO  函数空间在现代调和分析中具有重要作用(可参见文献[1] [2])。

设 ( )1 n
locf L∈  ，对任意的球 nB ⊂  ，称 ( )nf BMO∈  ，若 

( ) ( )1sup dn
n

BBMO B
B

f f x f x
B⊂

= − < ∞∫




, 

其中 ( )1 dB B
f f x x

B
= ∫ 。在文献[1]中，John 和 Nirenberg 证明了对任意的1 p< < ∞， ( )nBMO  空间与

( )p nBMO  空间等价，其中 ( )p nBMO  空间定义如下：对任意的 ( )1 n
locf L∈  ，任意的球 nB ⊂  ，称

( )p nf BMO∈  ，若 

( ) ( )
1

1sup dp n
n

p
p

BBMO B
B

f f x f x
B⊂

 
= − < ∞  

 
∫





. 

众所周知，许多算子并不是从 1L 到 1L 有界的，而是从 1L 到 1,L ∞ 有界的，例如 Ricci-Stein 震荡奇异积

分算子，Carderón-Zygmund 算子，Hardy-Littlewood 极大算子。因此，弱型空间在算子理论研究中具有重

要的意义。最近，王定怀等[3]引进了弱型 BMO 空间 ( )p nWBMO  ，1 p< < ∞，它是类似于弱型 Lebesgue

空间 ,pL ∞ 所对应的 BMO 空间。并且他们证明了
BMO⋅ 与 pWBMO⋅ 的等价性。 

( )p nWBMO  空间[3]定义如下：设 ( )1 n
locf L∈  ，对任意的球 nB ⊂  ，称 ( )p nf WBMO∈  ，若 

( ) ( ){ } 1

1
0

1sup sup :p n
n

p

BpWBMO
B

f x B f x f
B λ

λ λ
>⊂

= ∈ − > < ∞




. 

显然地，当 1 21 p p≤ ≤ < ∞时， 2 1p pBMO WBMO⊂ 。 

此外，Duong 和 Yan [4]引进了齐型空间 χ 上适当的函数集 ( )χΜ ，并进一步引进了与广义逼近恒等

式相关的一类新的 BMO 型函数空间 ( )ABMO χ ，它是经典 BMO 函数空间的推广。确切地说，设{ } 0t t
A

>

是由核{ } 0t t
a

>
(其衰减速度足够快)所定义的一类积分算子，对任意的 x χ∈ 和满足 χ 上某类增长条件的任

意函数 f ， 

( ) ( ) ( ) ( ), dt tA f x a x y f y y
χ

µ= ∫ . 

称 ( )Af BMO χ∈ ，如果对任意的 ( )f χ∈Μ ，任意的球 B χ⊂ ， 

( ) ( ) ( ) ( )( )

1sup d
BA tBMO BB

f f x A f x x
Bχ

χ
µ

µ⊂
= − < ∞∫ , 
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其中 m
B Bt r= ， Br 是球 B 的半径，m 是一个正常数。相应地，他们证明了对任意的1 p< < ∞， ( )ABMO χ 空

间与 ( )p
ABMO χ 空间等价，其中 ( )p

ABMO χ 空间定义如下：称 ( )p
Af BMO χ∈ ，如果对任意的 ( )f χ∈Μ ，

任意的球 B χ⊂ ， 

( ) ( ) ( ) ( )
1

( )

1sup dp BA

p
p

tBMO BB
f f x A f x x

Bχ
χ

µ
µ⊂

 
= − < ∞  

 
∫ . 

本文将文献[4]中的一些结论进行推广，引进了一类齐型空间 χ 上与广义逼近恒等式相关的新的弱

BMO 型函数空间 ( )p
AWBMO χ ，它是[4]中所引进的 ( )pWBMO χ 空间的推广。而且我们证明了 ( )p

ABMO χ

空间和 ( )p
AWBMO χ 空间的等价性，并对 ( )p

AWBMO χ 空间与 ( )pL χ 空间的插值理论进行了研究。 
在本文中，字母 c表示与主要参数无关的常数，并且每一处取值不一定相等。 

2. 预备知识和主要结果 

我们首先回忆齐型空间上的一些基本定义，可见文献[4] [5] [6]。 
给定非空集合 χ ，满足下列条件的函数 d ： [ )0,χ χ× → ∞ 称为 χ 上的拟度量： 

i) 对任意的 ,x y χ∈ ， ( ), 0d x y ≥ ， ( ), 0d x y = 当且仅当 x y= ； 
ii) 对任意的 ,x y χ∈ ， ( ) ( ), ,d x y d y x= ； 
iii) 存在常数 [ )1 1C ∈ ∞, ，使得对任意的 , ,x y z χ∈ ， 

( ) ( ) ( )( )1, , ,d x y C d x z d z y≤ + .                                 (1) 

拟度量 d 决定了一个拓扑，且对任意的 x χ∈ 和 ( )0,r∈ ∞ ，所有的球 ( ) ( ){ }, : ,B x r y d y x rχ= ∈ < 组成

一个拓扑基。但当 1 1C > 时，这些球不一定为开集(可参见文献[6])。 

定义 1：设 χ 是一个集合，称 ( ), ,dχ µ 是齐型空间，其中 d 是 χ 上的拟度量，µ 是 χ 上满足二倍条件

的 Borel 测度，即存在常数 [ )2 1C ∈ ∞, ，对任意的 x χ∈ ， ( )0,r∈ ∞ ，使得 

( )( ) ( )( )2, 2 ,B x r C B x rµ µ≤ < ∞ . 

由上述二倍条件可得如下强齐次性：存在常数 n 和 c，使得对任意的 x χ∈ ， ( )0,r∈ ∞ 和 [ )1,λ∈ ∞ ， 

( )( ) ( )( ), ,nB x r c B x rµ λ λ µ≤ ,                              (2) 

其中参数 n 是空间的维数。且存在 c和 N ， 0 N n≤ ≤ ，使得对任意的 ,x y χ∈ 和 0r > ， 

( )( ) ( ) ( )( ),
, 1 ,

N
d x y

B y r c B x r
r

µ µ
 

≤ + 
 

,                            (3) 

事实上，N n= 时，(3)式可由拟度量 d 的三角不等式和强齐次性直接得到。若 χ 是 n
 空间或多项式增长

李群，则 0N = 。 
定义 2：设ε 是(6)式(见定义 3)中的常数，且 0 β ε< < ， ( )1

locf L χ∈ ，称 f 为以 0x χ∈ 为心的 ( )0 ,x β
型函数，如果 f 满足 

( )
( )( ) ( )( )( )

( )2
0 0 0

d
1 , ,1 ,

N

f x
x c

d x x B x d x x
βχ

µ
µ

+ ≤ < ∞
+ +

∫ .                     (4) 

记 ( )0 ,x βΜ 为所有 ( )0 ,x β 型函数的集合，若 ( )0 ,xf β∈Μ ，则 f 在 ( )0 ,x βΜ 中的范数定义为 

( )
( ){ }

,0

inf 0 : 4
x

f c
β

Μ
= ≥ 成立 .  
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对一个固定的 0x χ∈ ，易知当
( ),0x

f
β

Μ
< ∞时， ( )0 ,x βΜ 是一个 Banach 空间。此外，对任意的 1x χ∈ ， 

( ) ( )1 0, ,x xβ βΜ = Μ ，且它们的范数等价。 

记 

( ) ( )0
0

,
:0

xx β
χ β β ε

χ
∈ < <

Μ = Μ  , 

其中 ε 是(6)式中的常数。 
定义 3：设函数 f 满足增长条件(4)，对任意的 0t > ，广义逼近恒等式{ } 0t tA

>
定义为： 

( ) ( ) ( ) ( ), dt tA f x a x y f y y
χ

µ= ∫ . 

设核 ta 满足：对任意的 ,x y χ∈ ， 

( ) ( ), ,t ta x y h x y≤ , 

其中 

( )
( )( )

( )
1/

,1,
,

m

t m

d x y
h x y g

tB x tµ

 
 =
 
 

,                               (5) 

m 是一个正常数，g 是一个正的、有界的、递减函数且对某个 0ε > ， 

( )2lim 0n N m

r
r g rε+ +

→∞
= ,                                    (6) 

其中 N 取值与(3)式中相同，n 取值与(2)式中相同。 
引理 1 [4]：对任意的1≤ < ∞p ， ( ) ( )=p

A ABMO BMOχ χ ，且当 p 取值不同时，范数 ( )⋅ p
ABMO χ

是等价

的。 
引理 2 [4]：设1≤ ≤s q ，T 是一个次线性算子。若 T 在 ( )qL χ 上是有界的，1≤ < ∞q ，且 

( ) ( )
#

, ∞∞ ≤A s LL
M Tf c f

χχ
, 

则对任意的 < < ∞q p ，T 在 ( )pL χ 上是有界的。 

现在我们介绍与广义逼近恒等式{ } 0t tA
>
相关的 ( )p

AWBMO χ 空间。 

定义 4：设1 p< < ∞，对任意的 ( )∈Μf χ ，任意的球 B χ⊂ ，称 ( )p
Af WBMO χ∈ ，如果 

( ) ( )
( ) ( ){ }( )11

0

1sup sup :p BA

p

tpWBMO
B

f x B f x A f x
Bχ

χ λ
λµ λ

µ⊂ >
= ∈ − > < ∞ .                (7) 

本文的主要结果如下。 
定理 1：设1 p< < ∞，{ } 0t tA

>
是定义 3 中的广义逼近恒等式。则 ( ) ( )p p

A ABMO WBMOχ χ= ，且它们的

范数等价。 
定理 2：设1 p< < ∞，χ 是齐型空间。假设{ } 0t tA

>
是满足(5)和(6)的广义逼近恒等式，且对任意的 0t > ，

( )1 1tA = 几乎处处成立，即对几乎所有的 x χ∈ ， ( ) ( ), d 1ta x y y
χ

µ =∫ ，则有 ( ) ( )p p
AWBMO WBMOχ χ⊂ ，

且存在一个正常数 c 使得 

( ) ( )p p
AWBMO WBMO

f c f
χ χ
≤ .                                  (8) 

但反向不等式不一定成立。 
注：注意到对(8)式来说，条件 ( )1 1tA = 几乎处处成立是必要的。事实上，对任意的 x χ∈ ，考虑 ( ) 1f x = ，
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由(8)式得 ( )1 0p
AWBMO χ

= 。因此，对任意的 0t > ， ( )1 1tA = 几乎处处成立。 

由定理 1 和引理 2，我们可得如下插值定理。 
定理 3：设 T 是一个次线性算子。对1 p< < ∞，若 T 在 ( )pL χ 上是有界的，且 

( ) ( )p
AWBMO LTf c f
χ χ∞≤ , 

则对任意的 p q< < ∞，T 在 ( )qL χ 上是有界的。 

3. 定理证明 

为了证明定理 1，我们首先证明以下两个引理。 
引理 3：设 1 21 p p≤ ≤ < ∞，则有 ( ) ( )2 1p p

A ABMO WBMOχ χ⊂ ，且存在一个正常数 c 使得 

( ) ( )1 2p p
A AWBMO BMO

c
χ χ

⋅ ≤ ⋅ .                                   (9) 

证明：设 ( )2p
Af BMO χ∈ ，由引理 1 得 

( )
( ) ( ){ }( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )

( )
( )

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
1

1

1 1

11
1 1

1

1 2

11

1 1 :

11

1 :

1 1: d

1 1( ) d d

B
tB

B B
tB

p p
A A

pp
p

tp p x B f x A f x

pp
p p

t tp x B f x A f x B

BMO BMO

x B f x A f x x
B B

f x A f x x f x A f x x
BB

f c f

λ

λ

χ χ

λµ λ λ µ
µ µ

µ µ
µµ

∈ − >

∈ − >

 ∈ − > =  
 

  ≤ − ≤ −       
≤ ≤

∫

∫ ∫  

引理 4. 设 1 21 p p≤ < < ∞，则有 ( ) ( )2 1p p
A AWBMO BMOχ χ⊂ ，且存在一个正常数 c 使得 

( ) ( )1 2p p
A ABMO WBMO

c
χ χ

⋅ ≤ ⋅ .                                  (10) 

证明：设 ( )2p
Af WBMO χ∈ ，对任意给定的球 B χ⊂ 和 0λ > ， 

( )
( ) ( ){ }( )( ) ( )

2
2

22

1

1

1 : p
B A

p
p

tp WBMOx B f x A f x f
B χ

λ µ λ
µ

∈ − > ≤ , 

即 

( ) ( ){ }( ) ( )
( )2 2

2
: pB

A

p p
t WBMO

x B f x A f x f B
χ

µ λ µ λ−∈ − > ≤ . 

取 

( )

2

2

1

1

2 1

p
A

p

WBMO

pN f
p pχ

 
=  − 

, 

因此 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

1 1

21 1 2
2

21 1 2
2

1
1 0

1 1
1 10

1

2 1

d : d

d d

B B

p
A

p
A

p p
t tB

N pp p p
N WBMO

pp p p

WBMO

f x A f x p x B f x A f x

p B p f B

pB N f B N
p p

χ

χ

µ χ λ µ λ λ

λ µ λ λ µ λ λ

µ µ

∞ −

∞− − −

−

− = ∈ − >

≤ +

= +
−

∫ ∫

∫ ∫ . 

于是 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2
1

2

1 1

1

2 1

1 d 2 p
B A

p p
p

t WBMOB

pf x A f x x f
B p p χ

µ
µ

   
− ≤     −  

∫ ,  

则 

( ) ( )

2

1 2

1

1

2 1

2p p
A A

p

BMO WBMO

pf f
p pχ χ

 
≤  − 

. 

定理 1 的证明：对任意的1 p< < ∞，由引理 3 可得 ( ) ( )⊂p p
A ABMO WBMOχ χ 。因此，我们只需证明

( ) ( )p p
A AWBMO BMOχ χ⊂ 。对任意的 ( )p

Af WBMO χ∈ ，由引理 1 和引理 4 得 

( ) ( ) ( )p p
AA ABMO BMO WBMO

f c f c f
χ χ χ
≤ ≤ . 

定理 2 的证明：当1 p< < ∞时，由定理 1 得 

( ) ( )p p
A AWBMO BMO

f c f
χ χ
≤ , 

再由命题 2.5 [4]和命题 2.3 [3]可得 

( ) ( ) ( )p p p
ABMO BMO WBMO

f c f c f
χ χ χ
≤ ≤ , 

因此， ( ) ( )p p
AWBMO WBMO

f c f
χ χ
≤ 。 

下证(8)的反向不等式不一定成立。 
设 χ = ，对任意的 ,x y χ∈ ，设{ } 0t tA

>
的核 

( ) ( ) ( )1 11 ,

1,
2 m mt m x t x t

a x y y
t

χ
− +

= , 

对任意的 x χ∈ ，令 ( )f x x= 。则对任意的 0t > ， ( )tA f x x= 且 ( ) 0p
AWBMO

f
χ
= ，但 ( ) 0pWBMO

f
χ
≠ 。 

因此，(8)的反向不等式不一定成立。 
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