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Abstract 
The condition of synchronization in a coupled neuronal network with electrical synapse and time 
delay is studied in this paper. Based on the stability theory and matrix theory, a stability criterion 
for synchronization of coupled neuronal network with electrical synapse and time delay is pro-
posed by using the Lyapunov-Krasovskii functional. 
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摘  要 

本文研究具有时滞的电耦合神经元网络的同步条件。基于稳定性理论和矩阵理论，利用Lyapunov-Krasovskii
泛函，提出了一个具有时滞的对称电突触耦合的神经元网络达到同步的稳定性准则。 
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1. 引言 

生理实验已经表明在一些动物(如猫、猴子)的脑区里存在着神经元同步的发放模式。可见，在整个神

经系统中，神经元对信息的反应是神经元集群共同完成的。另一方面，由于信号传输速度的有限性和递

质释放的滞后，时滞是普遍存在的。由于时滞的出现，耦合神经元系统变成了无穷维动力系统，表现出

丰富的非线性行为[1] [2] [3] [4] [5]。因此，理论上研究有时滞的耦合神经元系统的同步问题对理解现实

神经元的同步是非常必要的，能进一步促进生理实验的发展。 
随着非线性同步动力学理论的深入发展，人们关注耦合神经元网络的拓扑和耦合强度对神经元同步

的影响，并已有一些极为重要的结果，这些结果对理解神经元生物信息的传递和加工具有重要的指导意

义，但是对于有时滞的耦合神经元网络同步的条件从理论上研究仍然是一个关注的焦点[6] [7] [8] [9]。文

献[8]研究时滞耦合的方程的同步稳定性，得到了一个网络同步的稳定性标准，表明这个网络的同步状态

与网络的拓扑结构无关的。而对于具有时滞的一般复杂动力系统网络，文献[9]得到了耦合网络分别独立

于和依赖于时滞的同步稳定性条件。由于网络的拓扑结构不同，因此不同电突触耦合神经元网络对神经

元同步能力有不同的影响。本文我们对具有时滞的对称耦合的神经元网络进行研究，基于稳定性理论和

矩阵理论，借鉴文献[9]的方法，利用 Lyapunov-Krasovskii 泛函，提出了一个具有时滞的 N 个对称电突触

耦合的神经元网络达到同步的稳定性准则。 

2. 具有时滞的对称耦合神经元网络的同步 

假设神经元经过时滞τ 后接收到来自周围神经元的信号，则其动力模型可由下列微分系统给出： 
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i i i inX x x x R ×= ∈� 是第 i 个耦合神经元的状态变量， 1ix 是膜电位，其它 ( )1 2jx j ≥ 用于

描述离子通道动力学。外激励 ( )f t 是依赖时间的连续函数， 0g > 是耦合强度。耦合矩阵 
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根据神经元对称耗散连接的特性，矩阵 A 的一些性质可总结如下： 
1) 矩阵 A 是一个对称的不可约的矩阵； 
2) 矩阵 A 的非对角线元素， ( )ija i j≠ 取值是 1 或 0； 
3) 矩阵 A 的元素满足 

1,
, 1, 2, ,

N

ii ij
j i j

a a i N
= ≠

= − =∑ � .
 

记 

( )T 1
1 2, , , m

NX X X X R ×= ∈� ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 1
1 2, , , , n

i i i n iF X t f X f t f X f X R ×= + ∈� ， 

( ) ( ) ( ) ( )( )T 1
1 1 2 2, , , , , 1, 2, ,m

n NF X t F X F X F X R i N×= ∈ =� � ， 

则系统(1)可写为 

( ) ( )( ) ( ) ( )X t F X t gBX t gCX t τ= + + −�                               (2) 

下面我们将给出具有时滞的对称电耦合神经元网络同步稳定性的一个判别准则。首先我们给出耦合

系统(2)同步的定义。 
定义：如果耦合系统(2)的状态变量满足关系 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 ,NX t X t X t s t t= = = = →∞� ,                            (3) 

则称耦合系统(2)达到同步状态，这里 ( )s t 是耦合强度 0g = 时系统(2) 中单个神经元的解。 
定理 1：给定耦合系统(2)，如果存在 0g > 使得对所有的 ( )s t ， 

( )( )( ) ( )( ) ( )T T TDF s t DF s t g B B I CC+ + + + + 是负定的，那么耦合系统(2)的同步状态(3)能达到，这里

( )( )DF s t 是向量函数 ( )( )F X t 在同步流形 ( )s t 处的 Jacobi 矩阵。 
证明：为了证明系统(2)的同步状态(3)的稳定性，我们引入微小的摄动 iη ， 
令 ( ) , 1, 2, ,i iX s t i Nη= + = � ， 
在同步流形 ( )s t 处，线性化系统(2)，我们得出下面方程 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )t DF s t t gB t gC tη η η η τ = + + − � ,                           (4) 

这里 ( )T 1
1 2, , , m

N Rη η η η ×= ∈� ， ( )( )DF s t 是向量函数 ( )( )F X t 在同步流形 ( )s t 处的 Jacobian 矩阵。 
引入 Lyapunov-Krasovskii 泛函 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T d
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由 Lyapunov-Krasovskii 定理[10]可知，系统(2)是渐近稳定的。证毕！ 
令 ( )( ) ( )( ) ( ) m m

ij m m
M s t DF s t m R ×

×
= = ∈ ，则 ( )( ) ( )ii m m

M s t M
×

= 是对角块矩阵，且 
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( )( )11 22 1
n n

NNM M M DF s t R ×= = = = ∈� , 

我们有下面推论： 
推论 1：如果 1 1 0i im m+ = ，且 ( )0, 1,2, ,i ig i mµ λ+ < = � ，则系统(2)是渐近稳定的。这里 

( )1,2, ,i i mµ = � 是矩阵 M(s(t))的特征值， ( )1,2, ,i i mλ = � 是矩阵 T TB B I CC+ + + 的特征值。 
证明：因为矩阵 T, , ,B I C M M+ 都是对称矩阵，故当 1 1 0i im m+ = 时， 

( )( ) ( )( )T T T T T TM M B B I CC B B I CC M M+ + + + = + + + +  

这表明矩阵 TM M+ 与 T TB B I CC+ + + 可交换，从而两矩阵可同步对角化，因此存在正交矩阵 Q，

使得 

( ) ( ) ( )T T T T
1 1 2 2diag , , , m mQ M M g B B I CC Q g g gµ λ µ λ µ λ + + + + + = + + +  � ， 

这里 ( )1, 2, ,i i mµ = � 是矩阵 M(s(t))的特征值， ( )1,2, ,i i mλ = � 是矩阵 T TB B I CC+ + + 的特征值。 
由条件 ( )0, 1,2, ,i ig i mµ λ+ < = � 可知， ( ) ( )T T TM M g B B I CC+ + + + + 是负定的，故根据定理 1 可

知，系统(2)是渐近稳定的。证毕！ 

3. 结论 

本文给出了判别有时滞对称电耦合神经元网络完全同步的一个充分条件，该条件独立于时滞。同时

给出了利用矩阵特征值来判别有时滞对称耦合神经元系统同步的一个充分条件，该条件同样不依赖于时

滞，但条件要求严格。 
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