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Abstract 

This paper mainly uses equivalent martingale method to give the pricing formula of the geometric 
mean Asian reset option under fractional Brownian motion, and the relationship between the ini-
tial stock price, volatility and Hurst parameters and option price is analyzed by MATLAB. 
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摘  要 

本文主要利用等价鞅方法，给出在分数布朗运动环境下，几何平均亚式重置期权的定价公式，并利用

MATLAB软件分析了初始股票价格、波动率和Hurst参数与期权价格的关系。 
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1. 引言 

期权是金融市场上最基本的金融衍生工具之一，它是金融衍生工具创新设计的基础[1]。期权是金融

衍生品中的一个重要组成成员，是风险管理工具中常用的一类，它是收益无限而风险有限的一类衍生工

具。股票期权是一种金融期权，是重点的研究对象[2]。 
1900 年法国数学家 L. Bachelier 第一次引用了 Brown 运动的严格数学描述，得到了在到期日时股票

期权价格的期望值公式，宣告了金融数学的诞生。1973 年 Black 和 Scholes [3]发表了著名的 Black-Scholes
公式，建立了看涨期权定价公式，推动了期权交易的快速发展，使得期权成为世界金融市场的主要工具，

因此，获得了 1997 年诺贝尔经济学奖。1991 年，Peters [4]提出分形市场概念后，研究者们开始使用分数

布朗运动(Fractional Brownian Motion)研究期权的定价。Elliott 和 Hoek [5]研究了 Hurst 指数在 ( )0,1H ∈ 情

况下的分数布朗运动。 
随着金融市场的不断发展和完善，涌现出了各式各样的变异期权，重置期权是一种依赖于路径的变

异期权，即当原生资产价格达到某一预先给定的水平时，按照规定可以重新设置期权的敲定价格，以便

使得投资者可以有更多的获利机会，亚式期权也是一种依赖于路径的新型期权，它的收益依赖于整个期

权有效期内标的资产所经历的价格平均值，这里所指的平均值包括算术平均值和几何平均值，而本文结

合这两种期权，利用等价鞅方法，给出了在分数布朗运动下，几何平均亚式重置期权的定价公式。 

2. 预备知识 

定义 1 [6]：(Hurst 指数)Hurst 参数为 ( )0,1H ∈ 的分数布朗运动为一个连续 Gaussian 过程且满足 
1) ( ) 0HE B t =    

2) ( ) ( ) { }2 2 21
2

H H H
H HE B t B s t s t s= + − −    

当 ( )0 0HB = ，
1
2

H = ， ( )HB t 为标准布朗运动。 

设在概率空间 ( )Ω, ,F P 下的两种资产——风险资产 tS 和无风险资产 tB ，其价格满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d d HS t u t S t t t S t B tσ= +  

( ) ( ) ( )d dB t r t B t t=  

其中 ( )r t 是无风险利率， ( )u t 是标的资产 t 时刻的瞬时收益率， ( )tσ 是标的资产 t 时刻的瞬时波动率，

为方便计算 ( )r t r= ， ( )tσ σ= 均为非零常数，可知在风险测度 Q 下，满足 ( ) ( )H t
r uB t B H t
σ
−

= − 是概

率测度 Q 下的分数布朗运动[7]，则有下式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d d HS t r t S t t t S t B tσ= +                           (3) 

则上式的解为[8] 

( ) ( ) ( ) 2 210 exp
2

H
HS T S rT B T Tσ σ= + − 

 
 

                         (4) 
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3. 分数布朗运动下的亚式重置期权定价 

定义 2.1 设期权的敲定价格为 K， ( )
0

1exp ln d
T

J S u u
T

 =  
 ∫ 表示到时间 T 的股票价格的几何平均值，

则分数布朗运动下的亚式重置看涨期权在到期日为 T 的收益为 

( )
, , .

, ,
, , .

T T

T T

S J S J J K
V S J T

S K S K J K
− ≥ <

=  − > ≥
 

定理 2.1 标的资产价格在 Black-Scholes 模型下，期权的敲定价格为 K，到期日为 T 的分数布朗运动

下的亚式重置看涨期权的价格为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 2
0 3 4 1 2 0 5 6 7 8, ; , ;, , e e

Yu rTrTC S K t S N d d K N d d S N d N d N d N d
σ

ρ ρ
+ −−= − + −  

其中
( )

2 2
0

1
1

1ln
2 2 2 1

HS TrT
K H

d

σ

σσ

+ −
+

= ，

2 2
0

2
2

ln
2

HS TrT
Kd

σ

σσ

+ −
= ， 3 1 2d d σσ= + ， 4 2 2d d ρσσ= + ， 

( )
2 2

0
5

1

1ln
2 2 2 1

HK TrT
S H

d

σ

σσ

− −
+

= ，

2 2

6
3

1
2 2 1

HHTrT
Hd

σ

σσ

+
+= ，

2 2

7
3

1
2 2 1

HHTrT
Hd

σ

σσ

−
+= ，

2
1

8
ln Y

Y

K ud σ
σ
− −

= ， 

( )
2

2
1 2 1

HT
H

σ =
+

， 22
2

HTσ = ，
( )

( )

2
2
3

2 3
2 1

HH T
H

σ
+

=
+

，
( )2 1

2
H

ρ
+

= ，
( )

2 2

1 0ln
2 2 1

HTu S rT
H

σ
= + −

+
， 

( )
2 2

2

2 1

H

Y
T

H
σσ =

+
。 

ρ 是 ( )HB Tσ 和 ( )
0

d
T

HB u u
T
σ
∫ 的相关系数。 

证明：在风险中性下，亚式看涨重置期权在 t 时刻的价格为[9] 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), ,

1 2 3 4

, , e 1 e 1
T T

r T t r T t
t T TJ K S K J K S JC S K t E S K E S J

I I I I

− − − −
≥ > < ≥= − + −

= − + −
. 

由于 ( ) ( ) ( )
2 2

00 0

1 1exp ln d exp d
2 2 2 1

HT T
H

TJ S u u S rT B u u
T H T

σ σ   = = − +   +    
∫ ∫ 。 

所以有 

( )( ) ( ) 2 2
1 0,

1e 1 exp 1
2T

rT H
t T t H AS K J KI E S E S B T Tσ σ−

> ≥

  = = −  
  

 

{ }
( ) ( )0

1 2
1 2

d
ln  ln ,ln n ,l

T
H

H
T

B u u B TTA J K S K d d

σ
σ

σσ σσ

 
 

= ≥ > = − < − ≤ 
 
 

∫
. 

因为 

( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )

( )0

0

0

cov , d 2 1
corr , d

2
var var d

T
H HT

H H
T

H H

B T B u u HTB T B u u
T

B T B u u
T

σσ
σρ σ

σσ

 
  +   = = = 

   
 
 

∫
∫

∫
. 
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则[10] 

( ) 2 2
1 0

1e 1 exp
2

rT H
t T AI E S S Tσ−  = = − 

 
 

( ) ( )
1 2

2 2

1 1 2 2
22

1 2

2
1 exp exp d d

2 12 1

d d

x xy y

y x y

ρ
σ σ σ σ

σ
ρρ σ σ−∞ −∞

    
− +    

    − 
−π −  

 
 

∫ ∫ . 

作变换

2 1
1

2 2
2

x z

y z

ρσσ
σ

σσ
σ

 − =

 − =


代入上式积分中，得 

( ) ( ) ( )3 4
2 2
1 1 2 2

1 0 1 2 0 3 422

1 2exp d d
2 1

, ;
2 1

d d z z z zI S z z S N d dρ ρ
ρρ−∞ −∞

 − + = − = 
−π −   

∫ ∫ . 

同理可得 

( )( ) ( ) ( )2 1 2,e 1 e 1 e , ;
T

rT rT rT
t t AJ K S KI E K K E K N d d ρ− − −

≥ >= = = . 

计算 3I ，构造测度 R，由 Girsanov 定理， ( ) ( ) 2H
H HB t B t tσ= − 且 ( )HB t 在 R 下仍为分数布朗运动，

且该测度下标的资产价格为： 

( ) ( )  ( ) 2 210 exp
2

H
HS T S rT B T Tσ σ= + + 

 
 

 

从而 

( )( ) ( ) ( )

 ( ) ( )
 ( )  ( )

( ) ( )

3 0 0, ,
0

2 2 2 2

0 00
0

1 1 3 3

0 5 6

e 1 e 1 ,

1 1lnd d2 2 2 1 2 2 1,

T T

rT rT T
t T t R TJ K S J J K S J

H HT T
H H H

R

SI E S S E S Q J K S J
S

K T HTrTB u u B T B u u rTS HT T HS Q

S N d N d

σσ σ σσ

σσ σσ σσ σσ

− −
< ≥ < ≥

 
= = = < ≥ 

 
 

− − − ++ + = < − ≤
 
 
 

=

∫ ∫
. 

因为 

( )( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )

4 ,

7

e 1

e 1 e 1

T

rT
t J K S J

rT rT
Q T QJ K J K

I E J

E J P S J E J N d

−
< ≥

− −
< <

=

= ≥ =
. 

又有 

( )( ) ( ) ( )ln
1 d e e e d

K K y y y
Q J JJ KE J xf x x f y< −∞ −∞

= =∫ ∫ . 

其中 Jf 是在测度 Q 下的密度函数，在测度 Q 下 ( )2
1ln , YJ N u σ∼ 。 

可知 
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( )( ) ( )
( )

( )
2

1

ln

2
ln 1

2
11

2
8

1 e e e d

1 exp e d
22π

e
Y

K y y y
Q JJ K

K y

u

E J f y

y u
y

N d
σ

σσ

< −∞

−∞

+

=

 − = − 
  

=

∫

∫ . 

所以 

( )( ) ( ) ( )
2

1 2
4 7 8,e 1 e

Y

T

u rTrT
t J K S JI E J N d N d

σ
+ −−

< ≥= = . 

综合 1 2 3 4, , ,I I I I 可得到最终结果，证毕。 

4. 数值结果与分析 

下面我们考虑一个例子，假设执行价格 K = 100，无风险利率 r = 0.1，到期日 T = 2 (年)，利用 MATLAB
程序，可得到如下表格(表 1，表 2)。 

 
Table 1. Prices of Asian options and Asian reset options under fractional Brownian motion with different H index 
表 1. 不同 H 指数时分数布朗运动下亚式期权和亚式重置期权的价格 

σ = 0.2 

H s0 FBAR FBA H s0 FBAR FBA H s0 FBAR FBA 

0.3 

80 17.1138 1.5589 

0.5 

80 18.594 1.8525 

0.7 

80 20.1731 2.2157 

90 24.5872 5.4402 90 25.8056 5.8883 90 27.1517 6.4068 

100 28.5279 12.3772 100 29.8661 12.7993 100 31.3858 13.2771 

110 32.9132 21.5667 110 34.15 21.8614 110 35.6999 22.1863 

120 39.7924 31.9065 120 40.6354 32.0913 120 41.8857 32.2737 

 
Table 2. Prices of Asian options and Asian reset options under fractional Brownian motion with different H index 
表 2. 不同 H 指数时分数布朗运动下亚式期权和亚式重置期权的价格 

σ = 0.5 

H s0 FBAR FBA H s0 FBAR FBA H s0 FBAR FBA 

0.3 

80 20.5226 7.5231 

0.5 

80 25.7127 8.5299 

0.7 

80 31.0747 9.6506 

90 26.4666 12.4103 90 31.69 13.6092 90 37.1054 14.8953 

100 32.9481 18.5161 100 38.0086 19.8309 100 43.353 21.1982 

110 39.9341 25.6643 110 44.7171 27.0274 110 49.9248 28.4034 

120 47.3977 33.6599 120 51.8453 35.0208 120 56.8808 36.3519 

 
从表 1 我们可以看出分数布朗运动下亚式重置看涨期权的价格比分数布朗运动下亚式看涨期权价格

略高。投资者多了一次重置的权利，期权的价格自然就比不重置的期权价格高，而且随着股票初始价格

的增加，两种期权的价格也越来越接近。考察 Hurst 指数取不同值时，分数布朗运动下的亚式重置看涨

期权和亚式看涨期权的数值结果，随着 H 指数的增大，期权价格也随之增大。当固定 H 指数时，随着股

票波动率的增大，两种期权的价格也增大。 

https://doi.org/10.12677/pm.2019.94073


程斯吉 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2019.94073 556 理论数学 

 

5. 结论 

本文在分数布朗运动环境下，以亚式几何平均重置期权为例子，通过等价鞅方法得到其期权定价公

式，并分析了不同 Hurst 指数下亚式重置期权以及亚式期权的价格，对比两种期权的价格，我们可以得

出分数布朗运动下几何平均亚式重置期权比分数布朗运动下几何平均亚式期权的价格高，也就是说其获

利的机会更多。本文仅考虑了分数布朗运动下的几何平均亚式重置期权的定价，对于分数布朗运动下的

算术平均亚式重置期权的定价情况有待于进一步的研究。 
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