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摘  要 

量子MDS码的构造如今变得越来越重要。本文我们对 2 1q − 作素数分解并讨论了q的奇偶性，在有限域 2q
F

上构造了4类新的量子MDS码。这些量子MDS码参数更灵活，最小距离大。此外，我们通过L1-forms和

L2-forms可以找到那些极小距离大于 1
2
q
+ 的那些量子MDS码。 
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Abstract 
It becomes more important to construct quantum maximum-distance-separable (MDS) codes by 
means of the self-dual Generalized Reed-Solomon (GRS) codes. In this paper, we construct four 
classes of quantum MDS codes over a finite field 2q

F  through the prime decomposition of 2 1q −  
and the discussion of the parity of q. These quantum MDS codes have more flexible parameters 
with large minimum distance. Further, those quantum codes of the minimum distances larger than 

1
2
q
+  can be found by L1-forms and L2-forms. 
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1. 引言 

近年来，量子纠错码的研究进展迅速。量子误差校正是实现量子计算和量子通信的重要保证。设 q
为一个素数的 m 次幂， qF 为含有 q 个元素的有限域。一个长度为 n，维数为 K 的量子码是 nq 维希尔伯

特空间的一个 K 维子空间。同时我们把一个长度为 n，维数为 K，极小距离为 d 的 q 元量子码记为 

( )( ), ,q n K d− 。一个长度为 n，维数为 kq ，极小距离为 d 的量子码的 q 元量子码则记为� �, , qn k d 。 
近年来，针对量子MDS码的构造进行了大量的研究工作，并构建了很多类新的量子MDS码(参考[1]-[7])。

在本文中，假设 0 12
11 2 st tt

sq p p− = � 是对 2 1q − 的一个素数分解，我们通过 GRS 码构造了 4 类新的量子

MDS 码。与[7] [8]相比，上述量子 MDS 编码的长度更灵活，同时通过 L1-forms 和 L2-forms 我们也可以

找到一个较大的极小距离。 
在第二节中，我们简要回顾了厄米特自正交性和 GRS 码的定义及基本结论。在第三节中，我们从 GRS

码出发，利用有限域等工具，构造了一些新的量子 MDS 码。在最后一部分，我们对本文的结论进行了总结。 

2. 预备知识 

在本节中，我们将介绍一些关于线性码和 GRS (Generalized Reed-Solomon)码的一些符号和结论。 

2.1. 基本符号 

假设 mq p= ，其中 p 是一个素数，m 是一个正整数，Fq为含有 q 个元素的有限域， { }* \ 0q qF F= 。 
对于任意两个向量 ( )1 2, , , nu u u u= � ， ( )1 2, , , n

n qv v v v F= ∈� ，它们的欧几里得内积和厄米特内积被分

别定义为： 

1
,

n

i iE
i

u v u v
=

= ∑ ，
1

,
n

q
i iH

i
u v u v

=

= ∑  

假设 C 是 n
qF 中一个长度为 n 的线性码，则 C 的厄米特对偶码定义为： 

{ }: , 0H n
q HC u F u v v C⊥ = ∈ = ∈任意的对  

如果 C 满足 HC C⊥⊆ ，则 C 被称为厄米特自正交码。若 C 的参数为 [ ], ,n k d ，则当 1d n k= − + 时，

我们称 C 为 MDS 码(maximum distance separable code)。 
假设 1 2, , , na a a� 是 qF 中 n 个不同的元素， 1 2, , , nv v v� 是 qF 中 n 个非零元素，则关于向量 

( )1 2, , , na a a a= � 和 ( )1 2, , , nv v v v= � 的 GRS 码定义为 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) [ ] ( )( ){ }1 1 2 2, , , , : ,deg 1k n n qGRS a v v f a v f a v f a f x F x f x k= ∈ ≤ −� 。 

我们知道 ( ),kGRS a v 是一个参数为 [ ], , 1n k n k− + 的 MDS 码。 
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2.2. 基本引理和推论 

引理 2.2.1 [9]. 假设 ( ) 20 1 1, , , n
n q

a a a a F−= ∈� ， ( ) ( )2
*

0 1 1, , ,
n

n q
v v v v F−= ∈� ，这里 0 1 1, , , na a a −� 是 qF 中 n

个不同的元素，则 ( ) ( ), , H
k kGRS a v GRS a v ⊥⊆ 当且仅当 1, 0qj l qa v+ + = 对于任意的 0 , 1j l k≤ ≤ − 。 

我们定义 0 为元素全为 0 的一维行向量，对于元素在 2q
F 中的矩阵 ( )ijA a= ，定义 ( )qA 为矩阵 ( )q

ija ，
00 我们记为 1。 

引理 2.2.2 [3] [10].假设 0r > ，A 为元素在 2q
F 中的 ( )1r r× + 阶矩阵并且满足以下两个条件： 

(1) A 的任意 r 列线性无关。 
(2) ( )qA 与 A 行等价。 
则方程组 T TAu = 0 存在一个解 ( ) ( ) 1*

0 1, , ,
r

r qu u u u F
+

= ∈� 。 
推论 2.2.3. 假设 0r > ， *1 a≤ ∈� 和 1r a q+ < + 。A 为元素在 2q

F 中的 ( )1r r× + 阶矩阵并且满足以下

两个条件： 
(1) A 的任意 r 列线性无关。 
(2) ( )qA 与 A 行等价。 
则方程组 T TAu = 0 存在一个解 ( ) ( )*

0 1 1, , ,
r a

r a qu u u u F
+

+ −= ∈�  
证明：我们对 a 应用数学归纳法。 
(1) 当 1a = 时，由引理 2.2.2，结论成立。 
(2) 假设结论在 1a x≤ − 时成立，其中 2x ≥ 是一个正整数。 
(3) 当 a x= 时，假设 1A ( r xA + )为由矩阵 A 删除第一列(最后一列)获得的 ( )1r r x× + − 阶矩阵。根据(2)

的假设， 1A 和 r xA + 对于结论成立，因此方程组 
T T

1A u = 0 ， T T
1r xA v+ − = 0  

分别存在一个非零解 ( )2 3 +, , , r xu u u u= � 和 ( )1 2 + 1, , , r xv v v v −= � 。由于 1r x q+ < + ，我们可以选出一个

元素 

* 3 12

2 3 1

\ , , , r x
q

r x

u uuF
v v v

θ + −

+ −

 
∈  

 
�  

取 ( ) ( )0, ,0x u vθ= − ，则 ( )* r x

qx F
+

∈ ，我们有 
T

1
T

1

0
0

r xA v
Ax

A u
θ + −  

= + =  
   

0  

故结论成立。 
引理 2.2.4 [1]. 如果存在一个元素在 2q

F 上的 [ ], ,n k d 线性码 C 且 HC C⊥ ⊆ ，则存在一个参数为 

� �, , qn k d≥ 的量子码。 

引理 2.2.5 [8]. 如果存在一个厄米特自正交的 [ ] 2, , 1 qn k n k− + MDS 码，则存在一个参数为 

� �, 2 , 1 qn n k k− + 的量子码。 

假设 ( ) 20 1 1, , , n
n q

a a a Fα −= ∈� ， ( ) 20 1 1, , , m
m q

b b b Fβ −= ∈� ，定义他们的张量积： 

( ) 20 1 1, , , mn
n q

a a a Fα β β β β−⊗ = ∈� 。 

可以看出 

https://doi.org/10.12677/pm.2020.109102


陈硕，唐西林 
 

 
DOI: 10.12677/pm.2020.109102 879 理论数学 
 

1 1 1 1, , ,α β α β α α β β⊗ ⊗ = 。 

假设 2
*

q
F ω= ，其中ω 为 2q

F 的一个本原元。设 0 12
11 2 st tt

sq p p− = � 是对 2 1q − 的一个素数分解，再

者，我们可以假设 0 1
11 2 wt tt

wq p p′− = � ， 0 1
11 2 w st t t

w sq p p+′′
++ = � ，

0 11
1

1
2 wk kk

w

qM
p p′

−
=

�
，

0 12
1

1
2 w sk k k

w s

qM
p p+′′

+

+
=

�
和 

0 2p = ， 0 0 0t t t′ ′′= + ， 0 0 0k k k′ ′′= + ， 1 2M M M= ， 0 i ik t≤ ≤ 对于 0 i s≤ ≤ 。很容易可以看出 

( ) 1; 1
mod

1; 1i

i w
q p

w i s
≤ ≤

= − + ≤ ≤
， ( ) 0 0

0 0

1; 1
mod 4

1; 1
t t

q
t t
′′ ′= <

=  ′ ′′− = <
 

假设

2 1
ti
i

q

p
iα ω

−

= 对于 0,1, ,i s= � ，则 ( ) it
i iord pα = ，我们可以得出 

( ) ( )( )gcd , 1i jord ordα α = 对任意的 i j≠  
因此 2

*
0 1 sq

F α α α= × × ×� 是 1s + 个子群的直积。 

设
ki
ip

i iγ α= ，则 ( ) i it k
i iord pγ −= ，设 i iγΓ = 以及 

( ) ( )11, , ,
t ki i
ip

i i iγ γ
− −Γ = � 。 

则有
1

0

ki
ip

t
i i i

t
α α γ

−

=

= ∪ 对任意的 0,1, ,i s= � 。 

3. 主要结果 

记
( )( ) ( )( )

0 1

2
0 1

1

1 1 1 1

2 s

s

k kk
s

r r r q
n

p p

+ + + −
=

�

�
，在这一节，我们利用厄米特自正交的 GRS 码来构造新的长度 

为1 n+ 的量子 MDS 码。在此之前，我们先给出以下几个引理。 
引理 3.1 [3]. 设 2q > 和 1r ≥ ，则存在 0 1, , , ru u u� 使得 

0
0

r

i
i

u
=

=∑  

根据引理 3.1，我们有如下推论。 
推论 3.2. 设 2q > 和 1r ≥ ， *

qv F∈ ，则存在 0 1, , , ru u u� 使得 

0

r

i
i

u v
=

=∑  

证明：我们分两种情况来证明此推论。 
(1) 1r = 。任取 *

0 qu F∈ 及 
*

1 0 qu v u F= − ∈  

则有
0

r

i
i

u v
=

=∑ 。 

(2) 1r > 。由引理 3.1，则存在 0 1, , , ru u u� 使得
1

0
0

r

i
i

u
−

=

=∑ ，取 *
r qu v F= ∈ ，我们有 

0
0

r

i
i

u v v
=

= + =∑  

故结论成立。 
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3.1. 当 2mq = 时 

对于一个向量 ( ) 21, , n
n q

c c c F= ∈� 和 2q
u F∈ ，我们定义 

( ) 2
1

1, , , n
n q

c u c c u F +⊕ = ∈� 。 

当 2mq = 的时候， 0 0t = ， 1 22
1 21 stt t

sq p p p− = � ，对于 1,2, ,i s= � 令 

( ) ( )0 1, , , ir
i i i i ia α α α= Γ ⊗ �  

1 2 0sa a a a= ⊗ ⊗ ⊗ ⊕� . 

引理 3.1.1. 假设 { }1 1max , , wr r r= � 。则存在 ( )2

1
*

n

q
v F

+
∈ 使得 1, 0qj l q

E
a v+ + = 对所有 

1
1

1
0 ,

2
rj l M− ≤ ≤   

。 

证明：我们分两步来证明这个引理。 

第一步：我们先证明 ( ) 1*,
qqj l

E
a v

++ 对所有 1
1

1
0 ,

2
rj l M− ≤ ≤   

。 

对于 1,2, ,i s= � ，通过对 iα 和 iγ 的选择，向量 a 里面的元素各不相同，同时令 

( ) ( )( )
2

1
*

0 1, , ,
ti ki

i i

ti k ii
i

r p

i i i ir qp
v v v v F

−

−

+
= ⊗ ∈1 � ， 

以及 

( )2
* *

1 2

n

s q
v v v v F= ⊗ ⊗ ⊗ ∈� ， 

这里 ( ) ( )2
*1,1, ,1

ti ki
i

ti ki
i

p

qp
F

−

− = ∈�1 。 

由于 1
1

1
0 ,

2
rj l M− ≤ ≤   

，我们有 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1* 1 1 1
1 1 2 2

1
1

0 01

1 1
1

0 0 01

, , , ,

t ki i
i i

i i
i

i i

t k t ki i i i
i i i

i i i i
i

i i i

qqj l qj l q qj l q qj l q
s sE E EE

p rs
m qj l y qj l q
i i iy

m yi

p prw
m qj l y qj l m qj l y qj lq
i i iy i i

m y mi

a v a v a v a v

v

v v

γ α

γ α γ α

−

− −

++ + + + + + +

−
+ + +

= ==

− −
+ + + ++

= = ==

=

 
 =
 
 
 
 =
 
 

∑ ∑∏

∑ ∑ ∑∏

�

1

01

i

i
i

rs
q
iy

yi w

+

== +

 
 
 
 

∑∏

 

我们考虑一下两种情况： 
(1) 存在 :1x x s≤ ≤ 使得 x xt k

xp qj l− + ，或者存在 :1x x w≤ ≤ 使得 x xt k
xp j l− + ，或者存在 

: 1x w x s+ ≤ ≤ 使得 x xt k
xp j l− − 。我们有 1, 0qj l q

x x E
a v+ + = 。因此 1, 0qj l q

E
a v+ + = 。 

(2) 当对于任意的 :1x x s≤ ≤ ， |x xt k
xp qj l− + ，对于任意的 :1x x w≤ ≤ ， |x xt k

xp j l− + ，对于任意的 
: 1x w x s+ ≤ ≤ ， |x xt k

xp j l− − 时，由于 ( )gcd , 1i jp p = 对于1 i j s≤ ≠ ≤ 和 ( ) it
i iord pα = ，我们可以得到 

|M qj l+ ， 1 |M j l+ ， 2 |M j l− 。考虑 1i = 时的情况，有 
( )1

1 1 1
q j j lqj l j lα α α− + ++ += =  
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所以存在整数 1c 和 2c 使得 1
1 2 1

tj l c M c p+ = + 。考虑一下两种情况。 
(2.1) 1r 为奇数时。 
由于 1r 为奇数，故 ( )1 10 1j l r M≤ + ≤ − ，则存在 *

1l ∈� 使得 1 1j l l M+ = ，故有 

( ) 11
1 1

lMj lα α+ = 和 ( ) ( )
1 1 1 11 1

1 1
1 1

1 1
1 1 1 1

0 0

r r y ly qj l Mq q
y y

y y
v vα α+ + +

= =

=∑ ∑ 。 

同时，我们可以得到 { }1 10,1, 2, , 1l r∈ −� 。即要去找出 ( ) ( ) 1

1

1*
0 1, , ,

r

r qz z z F
+

∈� 使得 

( )1

1
0

0
r

i j l
i

i
zα +

=

=∑  

记 1
1 1

Mα∆ = ，则 ( ) 1
1 1

kord p∆ = ，由于 ( )11modq p≡ ，我们有 1 1
q∆ = ∆ 。 

令 

( ) ( )

( ) ( )

1

1 1 11

1 1 11

2
1 1 1

2 2 22
1 1 1

2 1 11
1 1 1

1 1 1 1
1

1

1

r

r r rr

r r rr

A
− −−

− −−

 
 ∆ ∆ ∆ 
 =  

∆ ∆ ∆ 
  ∆ ∆ ∆ 

�
�

� � � � �

�

�

，

1

0

1

r

z
z

z

z

 
 
 =  
  
 

�
. 

考虑 1 1r + 次线性方程组 
TAZ = 0                                         (1) 

由于 1 1
ijq ij∆ = ∆ ，则意味着 qA A= 。由引理 2.2 知，方程组 TAZ = 0 存在一个解 Tu 和 

( ) ( ) 1

1

1*
0 1, , ,

r

r qu u u u F
+

= ∈� ，取 1iv 使得 1
1
q
i iv u+ = 对于 10,1, ,i r= � ，令 

( ) ( )( ) 1 1
1 1

21 1 11

1
*

1 10 11 11 , , ,
t k

t k

r p

r qp
v v v v F

−

−

+
= ⊗ ∈� ， 

则有 1
1 1, 0qj l q

E
a v+ + = ，即 * 1, ( )qj l q

E
a v+ + 。 

(2.1) 1r 为偶数时。 
由于 1r 为偶数，故 ( )1 10 2j l r M≤ + ≤ − ，我们可以得到 { }1 10,1, 2, , 2l r∈ −� 。记 1

1 1
Mα∆ = ，则

( ) 1
1 1

kord p∆ = ，由于 ( )11modq p≡ ，我们有 1 1
q∆ = ∆ 。 

令 

( ) ( )

( ) ( )

1

1 1 11

1 1 11

2
1 1 1

1
2 3 33

1 1 1
2 2 22

1 1 1

1 1 1 1
1

1

1

r

r r rr

r r rr

A
− −−

− −−

 
 ∆ ∆ ∆ 
 =  

∆ ∆ ∆ 
  ∆ ∆ ∆ 

�
�

� � � � �

�

�

。 

由推论 2.3，我们同样可以得出方程组 
T

1A Z = 0                                       (2) 

存在一个解 Tu 和 ( ) ( ) 1

1

1*
0 1, , ,

r

r qu u u u F
+

= ∈� ，与(2.1)类似，我们也可以得到向量 1v 使得 
1

1 1, 0qj l q
E

a v+ + = ，即 ( ) 1*,
qqj l

E
a v

++ 。 
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故由上述讨论可得 ( ) 1*,
qqj l

E
a v

++ 对所有 1
1

1
0 ,

2
rj l M− ≤ ≤   

。 

第二步：令 * 0v v= ⊕ 。 

对所有 1
1

1
0 ,

2
rj l M− ≤ ≤   

，当 0j l+ = 时，有 

1
1 10 1 1 1 1

0 1 1
1 1

,
s

s s
rr

t kt kq q q q
i s si q

i i
a v v p v p v F−−+ + + +

= =

= + + + ∈∑ ∑� 。 

当 0j l+ > 时，有 

( ) ( )
1

1 1

0 01
,

t ki i
i i

i i
i

i i

p rs
m qj l y qj lqj l q q
i i iyE m yi

a v vγ α
− −

+ ++ + +

= ==

 
 =
 
 
∑ ∑∏ 。 

对于 0j l+ > 的情况，由第一步知，存在 

( ) ( )( ) 1 1
1 1

21 1 11

1
*

1 10 11 11 , , ,
t k

t k

r p

r qp
v v v v F

−

−

+
= ⊗ ∈� ， 

使得 1
1 1, 0qj l q

E
a v+ + = ，则有 1, 0qj l q

E
a v+ + = 。 

由推论 3.2，存在 
*

0 , ci qFδ δ ∈  
使得 

( )1 1
1

1 1 *
0 1 11 1

1 0

i
c c

r
t k t k q q
c ci r q

c i
p p v v Fδ δ− − + +

≠ =

 
+ = − + + ∈ 

 
∑ ∑ � 。 

则存在 0e ， 2
*

ci q
e F∈ 使得 1

0 0
qe δ+ = ， 1q

ci cie δ+ = 。令 0 0v e= ，对于 2, ,i s= � ，取 

( )0 1, , ,t ki i ii
i i i irp

v e e e−= ⊗1 �  

则有 0 1, 0qa v + = 。最后，令 

( )2

1
*

1 2 0

n

s q
v v v v e F

+
= ⊗ ⊗ ⊗ ⊕ ∈� 。 

有 1, 0qj l q
E

a v+ + = 对所有 1
1

1
0 ,

2
rj l M− ≤ ≤   

。 

基于引理 2.4，我们可以得出如下定理。 
定理 3.1.2.设 2mq = ，则存在参数为 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 1

2 2
1 1

1 1

1 1 1 1 1 1
1 , 2 1, 1

s s

s s

k kk k
s s

r r q r r q
k k

p p p p

+ + − + + −
+ − + +
� �� �� �� �� �� �� �� �

 

的量子 MDS 码，其中 { }1 1max , , wr r r= � ，
11

1

1
wkk

w

qM
p p

−
=

�
， 1

1
1

0
2

rk M− ≤ ≤   
。 

由于 1
1

1
1

2 2
r qM−  < +  

，但通过下列例子可以得出极小可以再次扩大，以至于大于 1
2
q
+ 。 

例 3.1.3.当 52q = 时， 2 1 31 3 11q − = × × ，令 1 2 331, 3, 11p p p= = = ，则 
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( )( )( )( )
31 2

2
1 2 31 1 1 1

31 3 11kk k

r r r q
n

+ + + −
=  

其中 31 2
1 2 30 31 1,0 3 1,0 11 1kk kr r r≤ ≤ − ≤ ≤ − ≤ ≤ − ， 1 2 30 , , 1k k k≤ ≤ 和 1

1
1

0
2

rk M− ≤ ≤   
。取 

1 1 21, 30, 11M r M= = = ，则 1
1

1
14 16

2 2
r qM−  = < =  

。考虑方程 ( )
31

1
0

0i j l
i

i
zα +

=

=∑ ，注意到此时 { }1 0,1, 2, , 28l ∈ � ， 

而当 1 30l > 时，由于， ( )1 31ord α = ，方程与 1 31l − 时同解，然而只有当 1j l l+ = 且11| j l− 时， 1l 才会出

现在方程中，通过计算，方程中 1l 第一次出现数依次为：0，32，2，34，4，36，6，38，8，40，10，42，
12，13，…，29，30。这里面最大为 42，故当 , 20j l ≤ 时， 42j l+ < 。因此极小距离 d 可以达到 42，大

于 17。 

通过上述例子，我们可以找出有定理 3.1.2 给出的量子 MDS 码使其极小距离 1
2
qd > + 。由于 

1
1

1
2 2

r qM−  <  
，当 1

1 1 1kr p= − 及
11

1

1
k

qM
p
−

= 时， 1 1
1

1 1 3
2 2

r q MM− − −  =  
。所以只需要去检查方程 

( )1

1
0

0
r

i j l
i

i
zα +

=

=∑ 对于 11 3
2

q Mj − −
> 或者 11 3

2
q Ml − −

> ， ( )1 1 1modl l r′ ≡ ， ( )10 modj l M+ ≡ ， 

( )20modl j M− ≡ ，然后利用中国剩余定理去计算 1l′第一次出现在方程中的数。我们称数 1l′为 L1-forms。 

引理 3.1.4. 假设 { }1
11 max , ,w sk k

s w sr p p+
++ = � 。则存在 ( )2

1
*

n

q
v F

+
∈ 使得 1, 0qj l q

E
a v+ + = 对所有 

2
2

0 ,
2

srj l M
−

≤ ≤ 。 

证明：我们仍然分两步来证明这个引理。 

第一步：我们先证明 ( ) 1*,
qqj l

E
a v

++ 对所有 2
2

0 ,
2

srj l M
−

≤ ≤ 。 

对于 1,2, ,i s= � ，通过对 iα 和 iγ 的选择，向量 a 里面的元素各不相同，同时令 

( ) ( )( )
2

1
*

0 1, , ,
ti ki

i i

ti k ii
i

r p

i i i ir qp
v v v v F

−

−

+
= ⊗ ∈1 � ， 

以及 

( )2
* *

1 2

n

s q
v v v v F= ⊗ ⊗ ⊗ ∈� ， 

这里 ( ) ( )2
*1,1, ,1

ti ki
i

ti ki
i

p

qp
F

−

− = ∈�1 。 

由于 2
2

0 ,
2

srj l M
−

≤ ≤ ，我们有 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1* 1 1 1
1 1 2 2

1
1

0 01

1 1
1

0 0 01

, , , ,

t ki i
i i

i i
i

i i

t k t ki i i i
i i i

i i i i
i

i i i

qqj l qj l q qj l q qj l q
s sE E EE

p rs
m qj l y qj l q
i i iy

m yi

p prw
m qj l y qj l m qj l y qj lq
i i iy i i

m y mi

a v a v a v a v

v

v v

γ α

γ α γ α

−

− −

++ + + + + + +

−
+ + +

= ==

− −
+ + + ++

= = ==

=

 
 =
 
 
 
 =
 
 

∑ ∑∏

∑ ∑ ∑∏

�

1

01

i

i
i

rs
q
iy

yi w

+

== +

 
 
 
 

∑∏
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我们考虑一下两种情况： 
(1) 存在 :1x x s≤ ≤ 使得 x xt k

xp qj l− + ，或者存在 :1x x w≤ ≤ 使得 x xt k
xp j l− + ，或者存在 

: 1x w x s+ ≤ ≤ 使得 x xt k
xp j l− − 。我们有 1, 0qj l q

x x E
a v+ + = 。因此 1, 0qj l q

E
a v+ + = 。 

(2) 当对于任意的 :1x x s≤ ≤ ， x xt k
xp qj l− +∣ ，对于任意的 :1x x w≤ ≤ ， x xt k

xp j l− +∣ ，对于任意的 
: 1x w x s+ ≤ ≤ ， x xt k

xp j l− −∣ 时，由于 ( )gcd , 1i jp p = 对于1 i j s≤ ≠ ≤ 和 ( ) it
i iord pα = ，我们可以得到 

|M qj l+ ， 1 |M j l+ ， 2 |M j l− 。考虑 i s= 时的情况，有 
( )1q j j lqj l l j

s s sα α α+ − ++ −= =  

所以存在整数 1c 和 2c′使得 1 2 2 2
st

sl j c M c p l M′− = + = 。 

由于 1r 为偶数，故 2 2
2 2

2 2
s sr r

M l j M
− −

− ≤ − ≤ ，我们可以得到 

1
2 2 2 2

,1 , , 1,
2 2 2 2

s s s sr r r r
l

− − − − ∈ − − − 
 

� 。故 

( ) ( ) 21 1

0 0

s s ss s
s s

s s

r r y ly qj l Mq q
s sy s sy

y y
v vα α+ + +

= =

=∑ ∑ 。 

记 2M
s sα∆ = ，则 ( ) sk

s sord p∆ = ，由于 ( )1mod sq p≡ − ，我们有 1q
s s

−∆ = ∆ 。令
2

2
srR
−

= ，故 2 3sk
sp R= + 。

即要去找出 ( ) ( ) 1*
0 1, , , s

s

r

r qz z z F
+

∈� 使得 ( )

0
0

sr
i j l
s i

i
zα +

=

=∑ 对每个 2R l R− ≤ ≤ 。令 

( )

( )( )

( )

2 2

1 2 21

2 22

1

1

1

R RR
s s

R RR
s s

R RR
s s

B

− +−

− +−

+

 ∆ ∆
 
 ∆ ∆

=  
 
 ∆ ∆ 

�

�
� � � �

�

， ( )

0

1 1

2 2R

z
z

z

z +

 
 
 =
 
 
 

�
 

考虑方程组 
( )1 TBz = 0                                         (3) 

对矩阵 B 中的任意一个元素 ( ) 2i R l
s
−∆ ，对于 0 2i R≤ ≤ ，我们有 

( ) ( ) ( )2 2 22i R l q i R l R i R l
s s s
− − − − −∆ = ∆ = ∆  

已知 ( ) 22R i R l
s

− −∆ 也是矩阵 B 中的一个元素，故 ( )qB 与 B 行等价。由推论 2.3，方程组(3)存在一个解 Tu

和 ( ) ( ) 1*
0 1, , , s

s

r

r qu u u u F
+

= ∈� ，与引理 3.1.1 中的(2.1)类似，我们也可以得到向量 sv 使得 1, 0qj l q
s s E

a v+ + = ，

即 

( ) 1*, 0
qqj l

E
a v

++ = 。 

故由上述讨论可得 ( ) 1*,
qqj l

E
a v

++ 对所有 2
2

0 ,
2

srj l M
−

≤ ≤ 。 

第二步：与引理 3.1.1 中第二步类似，令 * 0v v= ⊕ ，我们可以找到 1 2 1, , , sv v v −� ， 0e 和 

( )2

1
*

1 2 0

n

s q
v v v v e F

+
= ⊗ ⊗ ⊗ ⊕ ∈� 。 
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使得 1, 0qj l q
E

a v+ + = 对所有 2
2

0 ,
2

srj l M
−

≤ ≤ 。 

定理 3.1.5.设 2mq = ，则存在参数为 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 11 1

2 2
1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 , 2 1, 1

s s

s s

k kk k
s s

r r q r r q
k k

p p p p− −

− −

− −

+ + − + + −
+ − + +
� �� �� �� �� �� �� �� �

 

的量子 MDS 码，其中 { }1
11 max , ,w sk k

s w sr p p+
++ = � ，

12
1

1
w sk k

w s

qM
p p+

+

+
=

�
， 2

2
0

2
srk M
−

≤ ≤ 。 

同样的，我们可以找出有定理 3.1.5 给出的量子 MDS 码使其极小距离 1
2
qd > + 。由于 2

2
2 2

sr qM
−

< ，

1sk
s sr p= − ，当 2

1
sk

s

qM
p
+

= 时， 2
2

2 1 2
2 2

sr q MM
− + −

= 。所以只需要去检查方程 ( )1

1
0

0
r

i j l
i

i
zα +

=

=∑ 对于 

21 2
2

q Mj + −
> 或者 21 2

2
q Ml + −

> ， ( )2 2 mod sl l r′ ≡ ， ( )10 modl j M+ ≡ ， ( )20modl j M− ≡ ，然后利用

中国剩余定理去计算 2l′第一次出现在方程中的数。我们称数 2l′为 L2-forms。 

例 3.1.6.当 42q = 时， 2 1 3 5 17q − = × × ，令 1 2 33, 5, 17p p p= = = ，则
( )( )( )

1 2

2
1 21 1 1

3 5k k

r r q
n

+ + −
= 其中 

1 2
1 20 3 1,0 5 1k kr r≤ ≤ − ≤ ≤ − ， 1 20 , 1k k≤ ≤ 和 20 7k M≤ ≤ 。取 1 25, 1M M= = ，则 27 7 8

2
qM = < = 。注意到

此时的 L2-forms 为 { }2 9,10, ,16,0,1,2, ,8l ∈ � � ，当 2 7l = 时， 11j = 或者 11l = ，则 d 可以达到 11，大于 8。 

3.2. mq p= 为一个奇数时 

引理 3.2.1. 设 mq p= 为一个奇数，我们有 

(1) 若 { }1 1max , , wr r r= � 。则存在 ( )2

1
*

n

q
v F

+
∈ 使得 1, 0qj l q

E
a v+ + = 对任意的 

1
1

1
0 ,

2
rj l M− ≤ ≤   

。 

(2) 若 0 1t′′ = ， { }0 1max , , wr r r> � ，则存在 ( )2

1
*

n

q
v F

+
∈ 使得 1, 0qj l q

E
a v+ + = 对任意的 

0
1

1
0 ,

4
r

j l M
− ≤ ≤   

。 

证明：(1)第一种情况的证明与引理 3.1.1 的证明类似。 

(3) 对于 0
1

1
0 ,

4
r

j l M
− ≤ ≤   

，我们有 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1* 1 1 1
0 0 1 1

1
1

0 00

1 1
1

0 0 00

, , , ,

t ki i
i i

i i
i

i i

t k t ki i i i
i i i

i i i i
i

i i i

qqj l qj l q qj l q qj l q
s sE E EE

p rs
m qj l y qj l q
i i iy

m yi

p prw
m qj l y qj l m qj l y qj lq
i i iy i i

m y mi

a v a v a v a v

v

v v

γ α

γ α γ α

−

− −

++ + + + + + +

−
+ + +

= ==

− −
+ + + ++

= = ==

=

 
 =
 
 
 
 =
 
 

∑ ∑∏

∑ ∑ ∑∏

�

1

01

i

i
i

rs
q
iy

yi w

+

== +

 
 
 
 

∑∏
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同样的，我们考虑如下两种情况。 
(2.1)存在 :1x x s≤ ≤ 使得 x xt k

xp qj l− + ，或者存在 :1x x w≤ ≤ 使得 x xt k
xp j l− + ，或者存在 

: 1x w x s+ ≤ ≤ 使得 x xt k
xp j l− − 。我们有 1, 0qj l q

x x E
a v+ + = 。因此 ( ) 1*, 0

qqj l

E
a v

++ = 。 

(2.2)当对于任意的 : 0x x s≤ ≤ ， |x xt k
xp qj l− + ，对于任意的 :1x x w≤ ≤ ， |x xt k

xp j l− + ，对于任意的

: 1x w x s+ ≤ ≤ ， |x xt k
xp j l− − 时，由于 0 02 |t k qj l− + ，则 0 02 |t k qj l′ ′− + ， 0 02 |t k qj l′′ ′′− + ，我们可以得到 |M qj l+ ，

1 |M j l+ ， 2 |M j l− 。由于 0 1t′′ = ，0 01t t′= + ，假设 1 1 2 2,j l l M l j l M+ = − = ，则 0
1

1
0 2

4
r

l
− ≤ ≤   

，由于
02

0 1
t

α = ，

则
02

0 1
t

α
′
= − ， 1

0 1qα − = − ，有 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0 0 10 000 0 1

0 0 0 0
0 0 0 0

11 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
1 1

r r r r y ljy jyy q j j ly qj l y j l Mq q q q
y y y y

y y y y
v v v vα α α α− + ++ ++ + + +

= = = =

= = − = −∑ ∑ ∑ ∑ 。 

即要去找出 ( ) ( ) 0

0

1*
0 1, , ,

r

r qz z z F
+

∈� 使得 ( ) ( )
0 11

0
0

1 0
r ilji M

i
i

zα
=

− =∑ 对每个 0
1

1
0 2

4
r

l
− ≤ ≤   

，这个方程组共

包含 0 1
2 2 1

4
r −   +    

个等式。余下的证明跟引理 3.1.1 类似。 

定理 3.2.2. 设 mq p= 为一个奇数，若有 

(1) 若 { }1 1max , , wr r r= � ， 1
1

1
0

2
rk M− ≤ ≤   

。或者 

(2) 若 0 1t′′ = ， { }0 1max , , wr r r> � ， 0
1

1
0

4
r

k M
− ≤ ≤   

。 

则存在参数为 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
0 01 1

2 2
0 1 0 1

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1
1 , 2 1,

2 2s s

s s

k k k kk k
s s

q

r r r q r r r q
k k

p p p p

+ + + − + + + −
+ − +
� �� �� �� �� �� �� �� �

 

的量子 MDS 码。 

由例子 3.1.3下面的讨论，我们同样可以根据 l1-forms去找出那些极小距离大于 1
2
q
+ 的量子MDS码。 

与引理 3.2.1 类似，我们可以得到如下引理。 
引理 3.2.3. 设 mq p= 为一个奇数，我们有 

(1) 若 { }0 1
0 11 max , , ,w sk k k

s w sr p p p+′′
++ = � 。则存在 ( )2

1
*

n

q
v F

+
∈ 使得 1, 0qj l q

E
a v+ + = 对任意的 

2
2

0 ,
2

srj l M
−

≤ ≤ 。 

(2) 若 0 1t′ = ， { }1
0 1max , ,w sk k

w sr p p+
+> � ，则存在 ( )2

1
*

n

q
v F

+
∈ 使得 1, 0qj l q

E
a v+ + = 对任意的 

0
0

2
2

0 ,
2

kp
j l M

′′ −
≤ ≤  

定理 3.2.4.设 mq p= 为一个奇数，若有 

(1) 若 { }1 1max , , wr r r= � ， 2
2

0
2

srk M
−

≤ ≤ 。或者 
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(2) 若 0 1t′′ = ， { }0 1max , , wr r r> � ，
0

0
2

2
0

2

kp
k M

′′ −
≤ ≤ 。 

则存在参数为 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
0 01 1

2 2
0 1 0 1

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1
1 , 2 1,

2 2s s

s s

k k k kk k
s s

q

r r r q r r r q
k k

p p p p

+ + + − + + + −
+ − +
� �� �� �� �� �� �� �� �

 

的量子 MDS 码。 

同样的，我们可以根据 l2-forms 去找出那些极小距离大于 1
2
q
+ 的量子 MDS 码。 

 
Table 1. New quantum MDS codes 
表 1. 新的量子 MDS 码 

类别 q ( )mod iq p  长度 码距 

1 2m  1 11 n+  [ ]11,d  

2 2m  -1 21 n+  [ ]21,d  

3 mp  1 11 n+  [ ]31,d 或者 [ ]31, d ′  

4 mp  -1 11 n+  [ ]41,d 或者 [ ]41, d ′  

4. 总结 

在文章中，我们利用厄米特自正交的 GRS 码，并通过有限域等工具构造了四类新的量子 MDS 码，

它们的码长都可以表示为1 n+ 的形式，在表 1 中，我们对第三部分构造的量子码作了一个总结。表中 
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