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摘  要 

用由果溯因的方法导入恰当微分方程的概念。同时用另一种证法证明了齐次函数欧拉定理的必要条件，

并举例说明了它的应用。 
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Abstract 
The concept of exact differential equations is introduced by the method of causality. Furthermore, 
in this paper, another proof of the necessary conditions for the Euler theorem of homogeneous 
functions is given. Meanwhile, some relevant examples are given. 
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1. 引言 

恰当微分方程(全微分方程)是尤为重要的微分方程，因为用积分因子的观点可以统一各种一阶微分方

程的初等积分法，也就是说，在理论上，积分因子法可以代替各种一阶微分方程的初等解法。因此，把

作为根本的恰当微分方程(全微分方程)的概念剖析透彻是至关重要的。在导入恰当微分方程(全微分方程)
的概念时，用通解来反推出和它对应的微分方程，一方面可以充分地体会到恰当微分方程(全微分方程)
概念出现时的自然而然，一方面又可以再次强化对所求得的微分方程的通解是否正确的检验意识。 

文中给出的齐次函数欧拉定理必要条件的证明中所采用的方法，既能加深对齐次函数特点的理解，

又能很容易地理解[1] [2]中为什么把导数形式的微分方程 
d
d
y yg
x x

 =  
 

                                       (1) 

称为齐次微分方程，以及[3]中所述的微分形式的齐次方程 

( ) ( ), d , d 0P x y x Q x y y+ =                                  (2) 

的一个等价定义是，它可以化为如下的形式： 

d
d
y y
x x

φ  =  
 

.                                      (3) 

这以及涉及齐次函数的积分因子和通解中运用齐次函数欧拉定理的问题，在所举的例子中都体现了出

来。 

2. 恰当方程概念的导入 

例 1 通解如下的相应的微分方程是什么？其中 ( )y y x= 。 

1) xy c= ；2) 2 3x y c= ；3) x c
y
= 。 

解(1)等式两边对 x 求导，得 

d 0
d
yy x
x

+ = ； 

解(2)等式两边对 x 求导，得 

3 2 22 3 d 0
d

xy x y y
x
=+ ； 

解(3)等式两边对 x 求导，得 
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2

1 d 0
d

x y
y xy
− = . 

一般地，通解为 ( ),u x y c= 的相应的微分方程为 

d 0
d

u u y
x y x
∂ ∂

+ =
∂ ∂

. 

从上面的例子也可以看出，两个偏导数
u
x
∂
∂

和
u
y
∂
∂

通常来说仍然是 ,x y 的二元函数。记 

( ),u M x y
x
∂

≡
∂

, ( ),u N x y
y
∂

≡
∂

， 

则通解为 ( ),u x y c= 的微分方程为 

( ) ( ), , d 0
d

M x y N x y y
x
=+                                  (4) 

反之，在形如(4)的微分方程中，如果 ( ),M x y 恰好是某一个二元函数 ( ),u x y 对 x 的偏导数
u
x
∂
∂ ，

而

( ),N x y 恰好是这个二元函数 ( ),u x y 对 y 的偏导数
u
y
∂
∂ ，

那么微分方程(4)的通解就是 ( ),u x y c= ，这里 c

是任意常数。 
这样一来，从这个角度出发，由果溯因，我们就发现了具有某种特征的一类微分方程的新的解法，

结论就是： 

设给定微分方程(4)，如果其中 ( ) ( ), , ,u uM x y N x y
x y
∂ ∂

≡ ≡
∂ ∂

，则这个微分方程的通解就是 ( ),u x y c= ，

(c 是做任意常数)。 
在这种情形，方程(4)称为恰当微分方程，在应用上，常把它写成更加对称的形式 

( ) ( ), d , d 0M x y x N x y y+ = .                                 (5) 

于是，上面的讨论就写成 

( ) ( ) ( )d d d, d , d , 0u ux y u x y
x

M x y x N x y
y

y ∂ ∂
≡ ≡+ + =
∂ ∂

. 

式子 

( ) ( ), d , dM x y x N x y y+  

称为恰当微分(全微分)，进而方程(5)称为恰当微分方程(全微分方程)。 
例 2 设方程 

( ) ( )2 2 2 33 6 d 6 4 d 0x xy x x y y y+ + + =                            (6) 

找出 ( ),u x y ，求通解。 
解 由于 

( )3 2 2 4 2 23 3 6x x y y xy
x

x+ + = +
∂
∂

, ( )3 2 2 4 2 33 6 4x x y y y y
y

x+ + = +
∂
∂

， 

于是 

( ) 3 2 2 4, 3u x y x x y y= + + ， 
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方程(6)的通解为 3 2 2 43x x y y c+ + = ，其中 c 是任意常数。 
例 3 求方程 

d
d
y x
x y
= −                                         (7) 

的通解。 
解(7)改写为 

d d 0x x y y+ = . 

由于 
2 2

2
x y x

x
 ∂ +

= ∂  
, 

2 2

2
x y y

y
 ∂ +

= ∂  
， 

方程即 
2 2

d 0
2

x y +
= 

 
, ( )

2 2

,
2

x yu x y +
= . 

于是(7)的通解为 
2 2

2
x y c+

= ， 

即 
2 2x y c+ = ， 

这里 2 0c c= > 为任意常数。 
再有如 d d 0y x x y+ = ，即 ( )d 0xy = , ( ),u x y xy= ，通解为 xy c= ，其中 c 是任意常数。 
还有如 

2

1 d d 0xx y
y y

− = ，即 d 0x
y

 
= 

 
， ( ), xu x y

y
= ， 

通解为 
x c
y
= ， 

其中 c 是任意常数。 

3. 关于齐次函数的欧拉定理的必要性的证明和该定理的应用 

3.1. 必要性的证明 

定理[4]若函数 ( ), ,u F x y z= 满足恒等式 ( ) ( )( ), , , , 0kF tx ty tz t F x y z t= > ，则称 ( ), ,F x y z 为 k 次齐次函

数。试证下述关于齐次函数的欧拉定理：可微函数 ( ), ,F x y z 为 k 次齐次函数的充要条件是 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , ,x y zxF x y z yF x y z zF x y z kF x y z+ + =  

[5]给出了证明。现在给出必要性的另一种证法。 

由于 ( ) ( ), , , ,kF tx ty tz t F x y z= ，取
1t
x

= ，则 
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( ) ,, , 1, 1, ,k ky zF x y z y z
x x x x

t F x F−    
   
  

=


= ，                        (8) 

于是 

( ) 1
1 2 3

1 2

2

2

2

2 3

, , 0 , ,, , 1, 1, 1, 1,

1, 1, 1, , ,,

k k
x

k k k

y z y z y z y y z z
x x x x x x x xx x
y z y z y

F x y

z
x x x x x

z kx F x F F F

kx F x y zF
x

F x

−

− − −

            ⋅ + ⋅ − + ⋅ −         = +

= − −

              
     
     
     

， 

( ) 1
2 2

1 , ,, , 1, 1,k k
y

y z y z
x x

F x y z x F x F
x x x

−   
   
  

= =


⋅ ， 

( ) 1
3 3

1 , ,, , 1, 1,k k
z

y z y z
x x

F x y z x F x F
x x x

−   
   
  

= =


⋅ 。 

从而 

( ) ( ) ( ), , , , , , 1, ,k
X y zxF x y z yF x y z zF x y z y z

x x
kx F + + = 

 
 

， 

注意到式(8)，则 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , ,X y zxF x y z yF x y z zF x y z kF x y z+ + = 。 

3.2. 例子 

例 4 [1]试证齐次微分方程 ( ) ( ), d , d 0M x y x N x y y+ = 当 0xM yN+ ≠ 时有积分因子
1

xM yN
µ =

+
。 

证 只需证明二元函数
( ) ( )

1
, ,xM x y yN x y

µ =
+

满足
( ) ( )M N

y x
µ µ∂ ∂

=
∂ ∂

。 

因 
( )

( )
( ) ( )

( )

( )

2

2

2

1

1

1

M M
y y xM yN

xM yNM xM yN M
y yxM yN

M M M NxM yN Mx MN yM
y y y yxM yN

M NyN yM MN
y yxM yN

µ∂  ∂
=  ∂ ∂ + 

∂ + ∂
= ⋅ + − ⋅ ∂ ∂+  

 ∂ ∂ ∂ ∂
= + − − − ∂ ∂ ∂ ∂+  

 ∂ ∂
= − − ∂ ∂+  

，            (9) 

同理可得 
( )

( )2

1N N MxM xN MN
x x xxM yN

µ∂ ∂ ∂ = − − ∂ ∂ ∂ +
。                      (10) 

不妨设 M、N 为 m 次齐次函数，则有 

M Mx y mM
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
与

N Nx y mN
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
， 

从而 
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M Mx mM y
x y

∂ ∂
= −

∂ ∂
，

M Mx mM y
x y

∂ ∂
= −

∂ ∂
。 

将它们代入(10)，则 

( )
( )

( )

2

2

1

1

N N MmMN yM mMN yN MN
x y yxM yN

N NyN yM MN
y yxM yN

µ∂  ∂ ∂
= − − + − ∂ ∂ ∂+  

 ∂ ∂
= − − ∂ ∂+  

。 

注意到式(9)，于是 

( ) ( )M N
y x
µ µ∂ ∂

=
∂ ∂

。 

例 5 [3]证明齐次方程 ( ) ( ), d , d 0P x y x Q x y y+ = 的一个等价定义是，它可以化为如下的形式： 

d
d
y y
x x

φ  =  
 

。 

证 设 ( ) ( ), ,mP tx ty t p x y= ， ( ) ( ), ,mQ tx ty t Q x y= 。取
1t
x

= ，则 

( )11, ,mP y
x

P x y
x

  = 
 

， ( )11, ,mQ y
x

Q x y
x

  = 
 

， 

从而 

( ), 1,m yx
x

P x y P = 
 
 

， ( ), 1,m yx
x

Q x y Q = 
 
 

。 

原齐次方程可写成 

( )
( )

1,,d
d , 1,

m

m

yx PP x yy yx
yx Q x y xx Q
x

φ

 
    = − = − =     
 
 

。 

例6 [1]假设例4中微分方程还是恰当的，试证它的通解可表为 ( ) ( ), ,xM x y yN x y c+ =  (c为任意常数)。 
证 由于方程 d d 0M x N y+ = 是恰当的，则 

M N
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
。                                      (11) 

又由于方程是齐次的，不妨设 M、N 是 m 次齐次函数，则有 
M Mx y mM
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
，                               (12) 

N Nx y mN
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
。                                (13) 

结合上述(11)、(12)、(13)，可得到 

( ) ( ) ( ), , 1M N M MxM x y yN x y M x y M x y
x x

m M
x x y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = + + = + +   ∂ ∂

=
∂

+
∂ ∂

，     (14) 
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( ) ( ) ( ), , 1M N N NxM x y yN x y x N y N x y m N
y y y x y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ = + + = + + = +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
。         (15) 

原方程为
d
d
y M
x N
= − ，由(14)、(15)，则方程化为 

( ) ( )

( ) ( )

, ,d
d , ,

xM x y yN x yy x
x xM x y yN x y

y

∂
+  ∂= −

∂
+  ∂

。 

即 

( ) ( ) ( ) ( ), , d , , d 0xM x y yN x y x xM x y yN x y y
x y
∂ ∂

+ + + =      ∂ ∂
， 

或 ( ) ( )d , , 0xM x y yN x y+ =   。从而方程的通解为 ( ) ( ), ,xM x y yN x y c+ = ，这里 c 是任意常数。 
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