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摘  要 

本文应用Nevanlinna值分布理论来讨论一类非线性微分–差分方程整函数解的存在性等问题，推广、改

进了几个已知结果。在本文中，我们考虑非线性微分–差分方程方程组的整解 ( ) = z znf L z f p e p e1 2
1 2, α α+ + ，

其中 n 3≥ ， ( )L z f, 表示 f 的线性微分–差分多项式， p p1 2 1 2, , ,α α 是整函数，其级小于1。同时我们对

Zhang等人提出的猜想给出了肯定的答案。 
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Abstract 
In this paper, the Nevanlinna value distribution theory is applied to discuss the existence of 
integral function solutions for a class of nonlinear differential-difference equations, and some in-
teresting and important conclusions are obtained, which are extended and improved. In this paper, 
we consider the entire solutions of non-linear difference-differential equation  

( ) = z znf L z f p e p e1 2
1 2, α α+ + , where ( )L z f,  denotes a difference-differential polynomial of f, and 
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p1, p2, α1, α2 are entire functions with order less than 1. Meanwhile, we give an affirmative answer 
to the conjecture posed by Zhang et al. 

 
Keywords 
Nevanlinna Theory, Difference-Differential Equation, Admissible Solution, Entire Function 

 
 

Copyright © 2021 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

本文中的亚纯函数通常表示为复平面上的亚纯函数。为了证明主要结果，我们将采用 Nevanlinna 理

论。通常用 ( ),T r f 表示 f 的特征函数， ( ),m r f 表示接近函数， ( ),N r f 表示计数函数；与往常一样，

( ),S r f 表示满足 ( ) ( )( ), ,S r f o T r f= 当 r →∞的任意量，但可能除去一有限对数测度的集合(参见专著[1] 
[2] [3]和[4])。 

2. 结论 

定理 A [5]下列方程 

( )( ) ( ) ( )3
4 3 sin 3f z f z z′′+ = −  

有且仅有三个解，即 

( ) ( ) ( )1 2 3
3 1 3 1sin ,  cos sin ,  cos sin

2 2 2 2
f z z f z z z f z z z= = − = − −  

在 2010 年，Yang 和 Laine 考虑了以下差分方程。 
定理 B [6]非线性差分方程 

( ) ( ) ( ) ( )3 1 sinf z q z f z c bz+ + =  

其中 q 是非常数多项式， ,b c 是非零常数，不存在有穷级整函数解。如果 ( )q z q= 是一个非零常数，则上

述方程具有三个不同的有穷级整函数解，n 是非零整数， 3b nπ= 和 ( ) 13 21 27 4nq c+= − 。 
在 2014 年，Liu 等人[7]考虑了以下更一般的差分方程 

( ) ( ) ( ) 1 2
1 2e ez znf z q z f z p pα α+ ∆ = +                           (2.1) 

其中 n 是正整数， ( ) ( ) ( )1f z f z f z∆ = + − ， ( )q z 是多项式。事实上，他们得到了： 
定理 C 设 4n ≥ 是整数，q 是多项式， 1 2 1 2, , ,p p α α 是非零常数且 1 2α α≠ 如果存在对(2.1)的有穷集级

函数解 f，则 ( )q z 是一个常数，下列关系之一成立： 
1) ( ) 1 /3

1e
zf z c α= ，和 ( )1/3

1 2e 1c q pα − = ， 1 2nα α= ； 
2) ( ) 2 /3

2e
zf z c α= ，和 ( )2 /3

2 1e 1c q pα − = ， 2 1nα α= ， 
其中 1 2,c c 是满足 3 3

1 1 2 2,  c p c p= = 的常数。 
对于 Zhang 等人[8]提出的 3n = 的情况[7]，他们得到了以下结果。 
定理 D 设 q 是多项式， 1 2 1 2, , ,p p α α 是的非零常数，且 1 2α α≠ 。如果 f 是下列方程的有穷级整函数
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解： 

( ) 1 23
1 2e ez zf q z f p pα α+ ∆ = +                               (2.2) 

那么 ( )q z 是一个常数，以下关系之一成立： 
1) ( ) ( ) ( )1), ,1 ,T r f N r f S r f= + ， 
2) ( ) 1 /3

1e
zf z c α= ，和 ( )1/3

1 21c e q pα − = ， 1 23α α= ， 
3) ( ) 2 /3

2e
zf z c α= ，和 ( )2 /3

2 1e 1c q pα − = ， 2 13α α= ， 
其中 ( )1) ,1N r f 表示对应 f 的简单零点的计数函数， 1 2,c c 是满足 3 3

1 1 2 2,  c p c p= = 的常数。 
Zhang 等人提出以下猜想。 

猜想 1 如果 1 2α α≠ ， 1 2 0α α+ ≠ 则定理 C 的结果(1)将不会出现。事实上，(1.2)的任意整函数解 f 都
必须有 0 作为其 Picard 例外值。进一步的结果参见[9] [10]及其他参考文献。 

在这种情况下， ( ),L z f 表示一个在 f 上的线性微分–差分多项式 

( ) ( ) ( )( )

0
, j

k
l

j j
j

L z f a z f z c
=

= +∑  

其中 jc 是复数， ja 是 f 的小函数，不是所有的 ja 都等于零，并且 ( )0, ,jl j k=  是自然数。 
在本文中，我们考虑了方程(1.2)一个稍微一般的形式，并得到了以下结果。 
定理 1 设 ,p q 是整函数，满足条件 ( ) 1pρ < ， ( ) 1qρ < ，q 不是常数， 3n ≥ 。如果 f 是方程 

( ) ( ) ( ), sinnf L z f p z q z+ =                               (2.3) 

的整函数解，则 

( )sinf q n a
q
ϕ

= +
′

 

,a c 是常数， ( )22 nn cp qϕ ′= ， ,p q′为常数。 
显然定理 1 推广了定理 A 和定理 B 的结论；应用类似的方法，我们可以讨论如下形式的方程的解。 

( ) 1 2
1 2, e ez znf L z f p pα α+ = +  

其中 ( ),L z f 表示 f 的线性微分–差分多项式， 1 2 1 2, , ,p p α α 是整函数，其级小于 1。 

3. 主要引理 

引理 2.1 [6]若亚纯函数 f 的增长极有限， ( ) ( ), ,  ,P z f Q z f 为 f 的微分–差分多项式。 
如果 

( ) ( ), ,nf P z f Q z f=  

且 ( ),Q z f 关于 f、其导数及平移或者差分的总次数不超过 n，则 

( )( ) ( ), , ,m r P z f S r f= . 

注 2.1 上面的引理是对应于 f 的微分–差分多项式的 Clunie 引理。用类似方法，我们可以证明：把

引理中的限制条件“f 具有有穷级”放宽为超级小于 1，该引理的结论也对。关于该结论的进一步改进和

推广，可以参见专著[1]。 
引理 2.2 [11]若 f 是下列方程的允许解 

( )22af bff c f d′ ′+ + = , 
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其中 , , ,a b c d 是满足 0acd ≡/ 的函数，则 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 24 4 4 4 0dc b ac b b ac c b ac b ac c
d
′ ′ ′− + − − − + − =  

引理 2.3 [3]假设 f 超越亚纯，则对于任意整数 1k ≥ 来说，必有 

( )
( )

, ,
kfm r S r f

f
 

= 
 

 

4. 主要定理的证明 

定理 1 的证明 

假设 f 是方程(2.3)超越整函数解，则满足条件 ( )2 1fρ < 。由方程(2.3)，得到 

1 sin cosnnf f L p q pq q− ′ ′ ′ ′+ = + 。                           (4.1) 

结合(2.3)和(4.1)，则 

1 cosn np pnf f f L pq q
p p

− ′ ′
′ ′− − = 。                           (4.2) 

由(4.2)， 2 2cos sin 1q q+ = ，得到 

( ) ( )
2

2 22 2 1 2 2 2
2 2

2n n n
n

p npq f f f n f f T
p p

− −
−

′ ′ ′ ′ ′+ − + = 
 

                   (4.3) 

其中 2 2nT − 表示 f 差分–微分多项式，其次数不超过 2 2n − 。 
由(4.3)，得到 

2 2
2 2

n
nf Tϕ−
−=                                    (4.4) 

这里 

( ) ( )
2

2 22 22p npq f ff n f
q p

ϕ
 ′ ′ ′ ′ ′= + − +  
   

                       (4.5) 

下面区分两种情形证明。 

情形 1 假设ϕ 恒为零，则 0pq f i nf f
p
′ ′ ′+ − ≡ 

 
或者 0pq f i nf f

p
′ ′ ′− − ≡ 

 
。 

这时， en iqf cp −= 或者 en iqf cp= ， c是非零常数。由此结合(2.3)知道矛盾。 
情形 2 假设 0ϕ ≡/ 。然后对式(4.4)应用引理 2.1 和注 2.1，得到 ( ) ( ), ,m r S r fϕ = 。于是 

( ) ( ) ( ), , ,T r m r S r fϕ ϕ= = 。也就是说，ϕ 是 f 的小整函数。由(4.5)知道 

( ) ( ) ( ), ,1 ,T r f N r f S r f= +                             (4.6) 

在(4.5)中，若 ( )
2

2 pq
q
′ ′ +  

 
恒为零，则容易得到 e iqp c ±= ， c是非零常数。 

这与假设 ( ) 1fρ < 不符。再根据引理 2.2 和(4.5)有 

( ) ( )23
24 48

4 8 0
n q p

n q n q q
p

ϕ
ϕ

′ ′′
′ ′ ′′− + + ≡                         (4.7) 
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由(4.10)得到 

( )22 nn cp qϕ ′=                                    (4.8) 

c是非零常数。若 ,p q′为常数，则ϕ 也为常数，这时由(4.5)得到

2 2

1q nf f
ϕ ϕ

   ′
′+ =      

   
，于是 sinqf h

ϕ
′

= ，

cosf h
n
ϕ′ = ，其中 h 为整函数。 

明显地， h q n a= + ， a 是常数。 
若 ,p q′中有一个不为常数，则ϕ 也不为常数。再根据(4.5)得到 

( ) ( ) ( )
2 2

2 2 22 222 2 2p p p npq f q n ff f ff n f f
p p p p

ϕ

′ ′  ′ ′ ′ ′        ′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′′= + + + − − + +                  
       (4.9) 

由(4.6)，假设 0z 为 f 的单零点，但不是方程中系数的零点和极点。这样根据(4.5)和(4.9)有 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 2
0 0 0 0 0 0

2,  2 .pz n f z z z n f z f z
p
ϕϕ ϕ

′
′ ′ ′ ′′= = − +  

从而 0z 也是 2 2p f f
p

ϕ ϕ ϕ
′ ′ ′ ′′+ − 

 
的零点。为此，令 

2 2p f f
p

f

ϕ ϕ ϕ
ω

′ ′ ′ ′′+ − 
 =                              (4.10) 

这样由引理 2.3 得到 ( ) ( ), ,m r A S r f= ， ( ) ( ), ,T r A S r f= 。并且，根据(4.10)， 

2 2
pf f f
p

ω ϕ
ϕ ϕ

′ ′ ′′ ′= − + 
 

。 

再把这个表达式代入(4.9)，我们有 

( ) ( ) ( )

( )

2 2
2 2 22

2

2
2 2 2

22 2

2 2
2 2 2

2 2
2

p p p npq f q n ff f
p p p p

np p pf f f n f f f
p p p

p np np pq f n
p p p p

ϕ

ω ϕ ω
ϕ ϕ ϕ

ω ϕ
ϕ ϕ

′ ′  ′ ′ ′ ′      ′ ′ ′ ′ ′= + + + − −                
   ′ ′ ′ ′   ′ ′ ′− − + + −      

      
′  ′ ′ ′ ′ ′  ′= + − − + +   

     

( )

( )

2

2
2 222 2

2 2

f

p p np pq n n ff
p p p p

ϕ ω
ϕ ϕ

   ′  
  

′  ′ ′ ′ ′ ′       ′ ′+ + − + + +               

            (4.11) 

和前面的证明类似，再根据引理 2.2 和(4.11)得到矛盾。 
这就完成了定理 1 的证明。 
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