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摘  要 

本文讨论了一类分数阶发展方程非局部问题
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可控性。文中通过引入一个新的非紧性测度，在C0-半群等度连续的情形下，运用Mönch不动点定理，证

明了该问题的精确可控性，并通过一个具体的例子来验证本文的抽象结论。 
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Abstract 
This paper discusses the exact controllability of nonlocal conditions for a class of fractional 

evolution equations 
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. In this paper, by introducing a 

new measure of non-compactness, the exact controllability of the problem is proved by using 
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Mönch fixed point theorem under the condition that C0-semigroup is equicontinuous, and an ex-
ample is given to verify the abstract conclusion of this paper. 
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1. 引言 

分数阶微分方程由于在数学、物理、工程等方面具有广泛应用而被许多学者关注，但是在实际应用

中非局部初始条件相比于经典的初始条件能够更好地描述自然现象(参见文献[1]-[8])，因此研究分数阶发

展方程非局部问题的可解性和可控性具有重要的理论意义和实际应用价值。Byszewski 在文献[2]中首次

研究了一类具有非局部初始条件的半线性一阶发展方程解的存在唯一性。从此以后，人们开始关注具有

非局部初始条件的微分方程。 
2015 年，梁进等[9]在非紧半群的情况下，利用 Mönch 不动点定理证明了分数阶积微分发展方程非

局部问题 
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的精确可控性。Deng 在文献[4]中指出在(1.1)中使用的非局部函数可以很好地描述少量气体在透明管中的

扩散现象。 
2020 年，陈鹏玉等[10]通过引入一个新的格林函数，应用 Schauder 不动点定理及预解算子理论研究

了 Banach 空间中分数阶发展方程非局部问题 
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mild 解的存在性和近似可控性。 
受上述文献的启发，本文研究 Banach 空间 X 中半线性分数阶发展方程非局部问题 
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的精确可控性，其中 qD 为 ( )0,1q∈ 阶 Caputo 分数阶导数， ( ):A D A X X⊂ → 是 0C -半群 ( ){ } 0t
T t

≥
的无穷

小生成元，控制函数 ( )2 ,u L J U∈ ， [ ]0,J b= ， 0b > 为常数，U 为 Banach 空间， :B U X→ 为有界线性

算子，函数 f 为给定函数。 1 20 mt t t b< < < < <� ， b N∈ ， kc 是实数且 0kc ≠ ， 1,2, ,k m= � 。 
本文对非局部函数的紧性和连续性都不做要求。在 0C -半群等度连续的情况下，通过定义一种新的非

紧性测度(见文献[11])并应用 Mönch 不动点定理证明了系统(1.2)的精确可控性。在第 2 节中介绍了讨论问

Open Access

https://doi.org/10.12677/pm.2022.125096
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


苏怡，杨和 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2022.125096 863 理论数学 
 

题(1.2)的一些准备工作，主要的结果和证明将在第 3 节中给出，第 4 节通过一个具体的例子来验证本文

获得的抽象结论。 

2. 预备知识 

设 ( ),X ⋅ 是可分 Banach 空间，U 是另一个 Banach 空间。设 ( ),C J X 表示 J 上所有 X−值连续函数全

体按范数 ( )maxt JCu u t∈= 构成的 Banach 空间。 ( )( ), 1pL J X p ≥ 是 J 上的 X−值 p 方 Bochner 可积函数

全体按范数 pLx 构成的 Banach 空间。关于 Caputo 分数阶导数，我们介绍如下定义。 
定义 1 [12]函数 [ )0,nf C∈ ∞ 下限为 0 的 Caputo 分数阶导数为： 
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其中 ( ) Γ ⋅ 为 Gamma 函数。 
对 ( ),h C J X∀ ∈ ，考虑线性发展方程的非局部问题 
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引理 1 [9]设条件(H0)成立，其中 
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1
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则线性系统(2.1)有唯一 mild 解 ( ),x C J X∈ 满足 
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这里， ( )qξ θ 表示定义在 ( )0,∞ 上的概率密度函数，满足 
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引理 2 [9] [12]线性算子族 � ( ){ }
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(2) 对 0t∀ ≥ ， � ( )qT t 和 ( )qT t 都是强连续的； 
(3) 如果 ( ){ } 0t

T t
≥
是等度连续半群，则对 0x∀ > ， � ( )qT t 和 ( )qT t 都是等度连续的。 

根据引理 1，本文采用如下 mild 解的定义。 
定义 2 对 ( )2 ,u L J U∀ ∈ ，如果函数 ( ),x C J X∈ 满足积分方程 
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             (2.3) 

则称函数 x 为半线性分数阶发展系统(1.2)的 mild 解。 
定义 3 [13]若对任一给定的 bx X∈ ，存在控制函数 ( )2 ,u L J U∈ ，使得系统(1.2)的 mild 解 x 满足 

( ) ,bx b x=  

则称系统(1.2)在 J 上是精确可控的。 
本文主要采用非紧性测度方法和不动点定理研究半线性分数阶发展系统(1.2) mild 解的存在性和精确

可控性，关于非紧性测度，我们有如下结论。 
引理 3 [14] [15]设 1 2, ,Ω Ω Ω 是 X 中的非空有界集， a R∈ ，则 Hausdroff 非紧性测度 ( )·β 具有下列性质： 
(1) ( ) ( )1 2 1 2β βΩ ⊂ Ω ⇒ Ω ≤ Ω ； 
(2) ( ) ( ) ( )1 2 1 2β β βΩ +Ω ≤ Ω + Ω ，其中 { }1 2 1 2 : ,x y x yΩ +Ω = + ∈Ω ∈Ω ； 
(3) ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2max ,β β βΩ Ω ≤ Ω Ω∪ ； 
(4) ( ) ( )β λ λ βΩ ≤ Ω ，对  Rλ∀ ∈ ； 
(5) { }( ) ( ) 0β βΩ = Ω∪ ； 
(6) ( ) 0β Ω = ⇔ Ω在 X 中相对紧。 
引理 4 [14]设 X 为 Banach 空间， ( ),D C J X⊂ 有界且等度连续，则 ( )( )D tβ 在 J 上连续，且 

( ) ( )( )maxt JD D tβ β∈= 。 
引理 5 [16]设 X 是可分的 Banach 空间， { } ( )0 ,mD x C J X= ⊂ 是可数集。若 ( )1L Jφ∃ ∈ ，使得 

( ) ( ) , , 1, 2, ,mx t t t J mφ≤ ∈ = �  

则 ( )( )D tβ 在 J 上 Lebesgue 可积，且 

( ){ }( ) ( )( )0d : 1,2, 2 d .mJ J
x t t m D t tβ β= ≤∫ ∫�  

特别地，当 0D 有界时上式成立。 
定义 4 [11]如果序列{ } 1n n

f ∞

=
在 X 中对 . .a e t J∈ 是相对紧的，且对 . .a e t J∈ ，存在函数 ( )1 ,L J Xµ ∈ 满足 
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则称序列{ } ( )1
1

,n n
f L J X∞
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引理 6 [11]设 ( ) ( )1: , ,G L J X C J X→ 定义为 
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⊂ 是半紧的，则序列{ } 1n n

Gf ∞

=
在 ( ),C J X 上相对紧。此外，如果 nf f→ ，

则 ( )( ) ( )( ) ,nGf t Gf t n→ →∞ 。 
引理 7 [17]设 D 为 Banach 空间 X 的闭凸子集且 0 D∈ 。如果 :F D X→ 是连续映射，且满足如下条

件：若 DΩ ⊆ 可数，且 { } ( )( ) 0co FΩ ⊆ Ω∪ ，则Ω是紧的，那么 F 在 D 中有不动点。 
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3. 主要结果及证明 

为了证明本文的主要定理，我们先给出如下假设条件： 
(H1) 线性算子 A 生成的 0C -半群 ( )( )0T t t ≥ 是等度连续半群，且存在 1M ≥ ，使得 ( )T t M≤ 。 
(H2) 函数 :f J X X× → 满足： 
(1) 对 . .a e t J∈ ，函数 ( ), :f t X X⋅ → 连续；对每个 x X∈ ，函数 ( ), :f x J X⋅ → 强可测； 

(2) 对 0r∀ > ，存在常数 ( )1 0,q q∈ 和函数 ( )1

1

,qm L J R+∈ ，使得对 ,t J x X∀ ∈ ∈ ，有 

( ) ( ), , ,f t x m t t J≤ ∈  

其中 ( )m t 满足

1
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qL

k

m
r

σ→+∞ = < ∞； 

(3) 存在常数 0L > ，使得对 X 中任意非空有界集 D，有 

( )( ) ( ), .f t D L Dβ β≤  

(H3) :B U X→ 是线性有界算子，即存在 0BM > ，使得 

.BB M≤  

(H4) 线性算子 ( )2: ,W L J U X→ 定义为： 
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(1) W 存在取值于 ( )2 , \L J U Ker W 中的线性逆算子 1W − ，其中 

( ){ }2 , : 0 ;Ker W x L J U Wx= ∈ =  

(2) 存在常数 WL ，使得 1
WW L− ≤ ； 

(3) 存在常数 0L′ > ，使得对 X 中任意非空有界集 D，有 
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定理 3.1 设条件(H1)~(H5)成立。如果 

( )1 2 1 1 1,B Wl l qM ql MM Lσ + <                            (3.1) 

则半线性分数阶发展系统(1.2)在 J 上精确可控。 
证明：根据条件(H3) (1)，对每个 ,x X t J∈ ∈ ，定义控制 ( ) ( ): xu t u t= 如下： 
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按此控制函数，分数阶发展系统(1.2)在 J 上的精确可控等价于算子 ( ) ( ): , ,G C J X C J X→ 存在不动

点，其中算子 G 定义如下： 
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下面我们将用引理 7 证明算子 G 在 ( ),C J X 上存在不动点，证明过程分为 4 步。 
第 1 步，证明存在 0r > ，使得 ( )r rG B B⊆ ，其中 ( ){ }, :r CB x C J X x r= ∈ ≤ 。 
反设不成立，则对任意 0r > ，存在函数 ( )r

rx B⋅ ∈ ，但 ( )r
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两边同时除以 r，并令 r →∞，得 

( )1 2 11 1 ,B Wl l qM ql MM Lσ≤ +  

这与(3.1)式矛盾。因此， 0r∃ > ，使得 ( )r rG B B⊆ 。 
第 2 步，证明 : r rG B B→ 连续。 
设{ }n

rx B⊂ 满足 nx x→ 。由(H2) (1)和(2)及 Lebesgue 控制收敛定理，有 
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因此，由算子 G 的定义，有 
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所以， : r rG B B→ 连续。 

第 3 步，证明 ( )rG B 在 J 上等度连续。 
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由引理 2 可知，当 2 1t t→ 时， � ( ) � ( )2 1 0q qT t T t− → ，即 1 0I → 。 
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当 2 1 0t t− → 时， 2 0I → 。 
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当 2 1 0t t− → 时， 3 0I → 。 
对 4I ，由引理 2(3)可知，对 0t∀ > ， ( )qT t 是等度连续算子，当 2 1 0t t− → 且 0ε → 时，有 
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所以， ( )( ) ( )( )2 1 1 2 3 4 0Gx t Gx t I I I I− ≤ + + + → ，即 ( )rG B 在 J 上等度连续。 
第 4 步，证明由(3.2)式定义的函数 : r rG B B→ 满足 M 不动点条件。为此，我们设 rW B⊆ 可数，其

中 { } ( )( )0W co G W⊆ ∪ ，仅证明 W 相对紧即可。 
我们用φ 定义 rB 中的非紧性测度如下： 

( ) ( ) ( ) ( )( )max , ,cE E mod Eφ α∈∆ ΩΩ =                         (3.4) 
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其中，Ω是 rB 的所有有界集， ( )∆ Ω 是Ω的可数子集的集合。α 是实的非紧性测度，且 

( )
[ ]

( )( )
0,

sup e ,Lt

t b
E E tα β−

∈
=  

其中， ( ) ( ){ }:E t x t x E= ∈ ，L 是我们选取的适当的一个常数。 ( )cmod E 是函数集 E 的等度连续模，且 
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1 2
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limsup max , , .c t tx E

mod E x t x t t t J
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在文献[11]中证明了φ 是有意义的，即存在 ( )0E ∈∆ Ω ，使得(3.4)式在 0E 处达到最大值，并且φ 是一

个单调非奇异正则的非紧性测度。 
对于(3.2)式定义的Gx，由φ 的正则性，只需证明 ( ) ( )0,0Wφ = 。因此 ( )( )G Wφ 是一个最大值。 
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由第 3 步的证明易知当 1 2t t δ− < 且 0ε → 时， 1 2 3 40, 0, 0, 0I I I I→ → → → 。所以 ( ) 0cmod W = 。 
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所以，由算子 G 的定义，有 
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因此， 
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故 W 在 rB 中相对紧。 

4. 例子 

例 1 设 [ ]( ): 0,1X U C= = 。考虑分数阶发展方程非局部问题 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
22

1
2

21

, e, , , , 0, , 0,1 ,
1 e

,0 ,1 0, ,
10, arctan , , 0,1 ,

2
m

t

t

k

x t z
x t z x t z t z t b J z

t
t

x t x t t J

x z x k z z
k

λµ
−

=


∂∂ + = + ∈ = ∈ ∂ +

∂
 = = ∈


= ∈


∑

           (4.1) 

其中 ( ) ( )0, 0 , : 0,1 0,1m b Jλ µ> < < × → 。 
定义算子 ( ):A D A X X⊂ → 如下： 

( ) ( ) ( ){ }: , 0 1 0 .D A x X x X x x′= ∈ ∈ = =  

( ), ,Ax x x D A′= − ∈  

则 A 生成 X 中的等度连续半群 ( ){ } 0t
T t

≥
，且对任意的 x X∈ ， ( )T t 满足 

( ) ( ) ( ) ,T t x s x t s= +  
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那么 ( )( )0T t t ≥ 在 X 中非紧，并且有 ( )sup 1t J T t∈ ≤ 。 

定义 ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
2

2

e 1, ; , , ; , ; arctan
1 e 2

t

ktx t z x t z f t x t x t z u t z t z c
k

µ
−

= = = =
+

。对 

( ) ( ){ },: , : ,r C J Xx B x C J X x r t J∀ ∈ = ∈ ≤ ∈ ，有 

( ) ( ) ( )
2

2

e 1, , ,
21 e e 1 e

t

t t t

rf t x x t z
−

≤ ≤ ≤
+ +

 

则条件(H2)成立。 

又因为 21 1

1arctan 1
42k k

m m
k c

k= =

π
≤ = <∑ ∑ ，所以条件(H0)成立。 

定义算子 W 如下 

( )( ) � ( ) � ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1
2

2 21 1 0

1
2

0

1 1arctan arctan , d
2 2

, d .

k
q q k qk k

b
q

m mWt z T b I T t k s T k s s z s
k k

b s T b s s z s

λµ

λµ

−
−

= =

−

 = − − −  

+ − −

∫∑

∫

∑
 

� ( ){ }
0

q
t

T t
≥
与 ( ){ } 0q t

T t
≥
定义如下： 

� ( ) ( ) ( )
1
2

10
2

d ,qT t x s x t sη θ θ θ
∞  

= +  
 

∫  

( ) ( ) ( )
1
2

10
2

1 d ,
2qT t x s x t s sθη θ θ

∞  
= +  

 
∫

 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )
1 113 2 2

1 1 1 1
2 2 2

1
1 22 , 1 sin , 0,

! 2

n
n

n

n
nW W

n
η θ θ θ θ θ θ

− − −−∞−
=

 Γ +   π  = = − ∈ ∞     π   
∑ 。 

我们假设 W 满足条件(H4)，且不等式条件(H5)和(3.1)式成立，则由定理 3.1 可知，分数阶发展系统(4.1)
在 J 上精确可控。 
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