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摘  要 

本文用Fourier正则化的方法求解了二维时间反向热传导问题，即在无界区域中通过终值时刻的数据来确

定温度的分布。该问题在图像处理方面有着广泛的应用。本文先用Fourier变换求出了问题的精确解，发

现该反问题是严重不适定的。为了解决这一反问题，用Fourier正则化的方法构造出了问题的Fourier正
则化解，并在先验条件的假设下给出了其精确解与正则化近似解之间的对数型误差估计。最后由偏差原

理给出了近似解的后验误差估计。 
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Abstract 
In this paper, the two-dimensional time reverse heat transfer problem is solved by the method of 
Fourier regularization, that is, the temperature distribution is determined by the data at the final 
value in the unbounded region. This problem has a wide range of applications in image processing. 
In this paper, the exact solution of the problem is first solved by using the Fourier transform, and 
it is found that the inverse problem is seriously ill-posed. In order to solve this inverse problem, 
the Fourier regular solution of the problem is constructed by the Fourier regularization method, 
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and the logarithmic error estimation between the exact solution and the regularization approx-
imate solution is given under the assumption of the prior conditions. Finally, the posterior error 
estimation of the approximate solution is given by the bias principle. 

 
Keywords 
Two-Dimensional Time-Reverse Heat Conduction Equation, Ill-Posed Problems, Fourier  
Regularization, Error Estimation 

 
 

Copyright © 2023 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

与热传导方程有关的反问题大多都是不适定的，也就是即使方程存在唯一的精确解，也不连续依赖

给定的数据。近年来，该领域的大多数已发表文献都使用了正则化方法。如Fourier正则化方法[1] [2] [3]，
Tikhonov 正则化方法[4] [5] [6]、准边界法[7] [8]和拟逆正则化方法[9] [10]等。这些方法都被非常广泛的

用于各种不适定问题的解决当中。而对于二维时间反向热传导问题，目前研究的还比较少[11] [12]，但

二维时间反向热传导问题在数学建模以及图像处理等方面有着重要的应用。在文献中[13]，作者用拟逆

正则化方法和分数次 Tikhonov 正则化方法求解了二维时间反向热传导问题。在文献[14]中，作者用

Fourier 正则化研究了一维的逆热传导问题。下面本文将用 Fourier 正则化的方法求解二维时间反向热传

导方程，并分别给出了先验和后验参数选取下的误差估计。 
考虑无界区域中的二维时间反向热传导方程 

( ) ( )
( ) ( )

, , , , , , ,0 ,
, , , , , .

t

T

u x y t u x y t x y t T
u x y T g x y x y

= ∆ −∞ < < ∞ ≤ <
= −∞ < < ∞





                      (1) 

下面，需通过数据 ( ),Tg x y 来确定温度分布 ( )( ), , 0u x y t t T≤ < 。 
设 sH 是一个 Sobolev 空间，我们定义 ( ) ( ) ( ),f x y L R L R∈ × 的 Fourier 变换为 ( )ˆ ,f ξ η ，由以下给出 

( ) ( ) ( )2

1ˆ , : e , d d ,     , .
2

i x y

R
f f x y x yξ ηξ η ξ η− += ∞ <

π
− < ∞∫∫                    (2) 

函数 ( )ˆ ,f ξ η 相应的 Fourier 逆变换为 

( ) ( ) ( )2

1 ˆ, : e , d d ,      , .
2

i x y

R
f x y fξ η ξ η ξ η ξ η+= −∞ < <

π
∞∫∫                    (3) 

( ),f x y 在 Sobolev 空间上的范数为 

( ) ( ) ( )2

1
2 22 2ˆ, : , 1 d d .s

s

H R
f x y f ξ η ξ η ξ η = + + 

 ∫∫                      (4) 

当 0s = 时， ( ) ( )0, ,
H

⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ 为 2L 范数。 
在本文的第二节中，用 Fourier 变换得到了问题的精确解并给出了反问题的不适定性分析；在第三节

中，我们构造出了问题的Fourier正则化近似解，给出了先验参数选取下的对数型误差估计，并由偏差原

理给出了后验参数选取下的 Hölde 型误差估计。最后，对本文进行了一个总结。 
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2. 问题的解及不适定性分析 

首先对问题(1)关于变量 ,x y 作 Fourier 变换，可得 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2ˆ ˆ, , , , 0, , ,0 ,

ˆ ˆ, , , , , .
t

T

u t u t t T

u T g

ξ η ξ η ξ η ξ η

ξ η ξ η ξ η

+ + = −∞ < < ∞ ≤ <

= −∞ < < ∞





                   (5) 

可以得到问题(5)的解为 

( ) ( )( ) ( )
2 2+ˆ ˆ, , e , .

T t
Tu t g

ξ η
ξ η ξ η

−
=                                (6) 

由 Fourier 逆变换，可以得到问题(1)的解为 

( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2

2

1 ˆ, , : e e , d d .
2

T ti x y
TR

u x y t g
ξ ηξ η ξ η ξ η

+ −+

π
= ∫∫                       (7) 

特别的，当 0t = 时，由(6)式，有 

( ) ( ) ( )
2 2+ˆ ˆ, ,0 e , .

T
Tu g

ξ η
ξ η ξ η=                                 (8) 

记 ( ) ( )0 , : , ,0g x y u x y= 考虑问题(1)在 ( )2L R 中关于变量 ,x y 时，设 ( )0 ,g x y 存在一个先验界： 

( )0 : , ,0 .g u E= ⋅ ⋅ ≤                                    (9) 

由(8)，(9)式以及 Parseval 等式，有 

( ) ( )
2 2

2

2
2

0 ˆe , d d .
T

TR
g g

ξ η
ξ η ξ η

+
= < ∞∫∫                           (10) 

由 (6 )式可知，当 ξ →∞ ， η →∞ 时，
( )( )2 2

e
T tξ η+ −

→ ∞ ，因此
( )( )2 2

e
T tξ η+ −

是一个放大因子，当

ξ →∞ ， η →∞ 时， ( )ˆ ,Tg ξ η 必须是急速衰减的，否则当 ( )ˆ ,Tg ξ η 有微小的扰动时，放大因子

( )( )2 2

e
T tξ η+ −

将会把解无限的放大，最终导致解的爆破，但是在实际问题中 T 时刻的数据通常都是由测量 
得到的，记为 ( ),Tg x yδ ，且 ( ),Tg x yδ 一般是不会满足急速衰减的，所以问题(1)是严重不适定的。 

3. Fourier 正则化及误差估计 

由于 ( ),Tg x y 在实际中无法准确的知道，记 ( ),Tg x yδ 为 T 时刻的测量数据， 0δ > 为噪音水平，满

足： 
.T Tg gδ δ− ≤                                     (11) 

对于 0s ≥ ，假设一个如下的先验界： 

0 .sHg E≤                                      (12) 

这里的 E 是一个正常数， sH⋅ 表示的是 Sobolev 空间 sH 上的范数。 
接下来，构造出问题(1)的含有噪音数据 ( ),Tg x yδ 的正则化近似解，称为问题(1)的 Fourier 正则化解，

由以下给出 

( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2

2

1 ˆ, , : e e , d d .
2

T ti x y
TR

u x y t g
ξ η

ξ ηξ ηδ δ
χ χ ξ ηξ η χ χ ξ η

+ −+

π
= ∫∫                  (13) 

等价于 

( ) ( )( ) ( )
2 2

ˆ ˆ, , e , .
T t

Tu t g
ξ η

ξ ηδ δ
χ χ ξ ηξ η ξ η χ χ

+ −
=                           (14) 
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其中 max max,ξ η 是正常数， ,ξ ηχ χ 分别表示的是区间 [ ]max max,ξ ξ− 和 [ ]max max,η η− 上的特征函数， max max,ξ η
在这里扮演的是正则化参数的角色。 

max

max

1,           ,

0,          .ξ

ξ ξ
χ

ξ ξ

 ≤= 
>

 

max

max

1,            ,

0,           .η

η η
χ

η η

 ≤= 
>

 

3.1. 先验参数选取下的误差估计 

定理 1 设 ( ), ,u x y t 和 ( )ˆ , ,u t
ξ η

δ
χ χ ξ η 分别为问题(1)的精确解和 Fourier 正则化解，假设先验条件(11)和

(12)成立，如果选取正则化参数 

1
1 2

2 4

max max ln ln .
s

T TE Eξ η
δ δ

−  
     = =            

                         (15) 

则有以下的估计 

( ) ( )
( )

2

1 2

2

ln
, , , , ln 3 1 .

1 ln ln ln

s

s T t
t t TT T

s
T

E
Eu t u t E

E E
T

ξ η

δ
χ χ

δδ
δ

δ δ

−
− − 

 

−

 
  
  
    ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ≤ +         +      

 

          (16) 

证明：由 Parseval 等式和三角不等式，由(6)，(14)式有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2

ˆ ˆ, , , , , , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , , ,
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I I
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= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

= +

 

首先对 1I 做估计，有 
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其中 

[ ] [ ]1 max max max max, ,ξ ξ η ηΩ = − × − ; 

( ] [ )( ) [ ]2 max max max max, , ,ξ ξ η ηΩ = −∞ − ∪ +∞ × − ; 

[ ] ( ] [ )( )3 max max max max, , ,ξ ξ η ηΩ = − × −∞ − ∪ +∞ ; 

( ] [ )( ) ( ] [ )( )4 max max max max, , , ,ξ ξ η ηΩ = −∞ − ∪ +∞ × −∞ − ∪ +∞ . 

对 11I 作估计，有 

( ) ( )

( )

( )
( ) ( )( )

( )

( )

2 2

2

2 2
max max

3

2 2 2max max max

1
2 2

11 0
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e e .
1

t

t
s

s

t t

s s

I g

g

E E

ξ η

ξ η

ξ η ξ

ξ η ξ η

ξ η ξ η ξ η
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ξ
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Ω
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=   
 

≤ + +
+ +

≤ =
+ +

∫∫

∫∫  

同理可以得到 12 13,I I 的估计 

( ) ( )
2

2 2 max

3

1
2 22

12 0
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eˆe , d d ;
tt

sI g E
ξ

ξ η
ξ η ξ η

ξ

−
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∫∫  

( ) ( )
2

2 2 max

4

1
2 22

13 0
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eˆe , d d .
tt

sI g E
η

ξ η
ξ η ξ η

η

−
− +

Ω

 
= ≤  
 
∫∫  

对 2I 做估计，有 

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )
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2 2
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ξ η ξ η δ
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ξ η ξ η ξ η
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( )2
max .T tξ δ−

 

因此，有 
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( ) ( ) ( )

( )

2
max 2

max

1 1 4
2 4 2

2
2
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2 lln ln 2 ln ln

1 2
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e, , , , 3 e

e3 e

ln ln
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s
s
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ξ
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δ δ
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−
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−
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−

−

⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ≤ +
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2
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ln 3 1 .
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s

s T tst s t tT TT T
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s
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E E EE E
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E
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E E
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δ δ δ

δ δ

δδ
δ

δ δ

−
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−

−
− − 

 

−

 
 
      +      

       +   
  

 
  
  
    = +         +       

   

所以，定理 1 得证。 
注 1：当 0s = 时，估计(16)式为 

( ) ( )
1

, , , , 4 .
t t
T Tu t u t E

ξ η

δ
χ χ δ

 − 
 ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ≤  

此时为 ( )2L R 中的 Hölde 型最优稳定性估计。当 0t +→ 时正则化解的精度逐渐降低，在 0t = 处误差为

4E。 
注 2：在 0t = 处，当 0s > ， +0δ → 时，估计(16)式为 

( ) ( )

2

2

2

ln
, , , , ln 3 1 0.

1 ln ln ln

s

s

s
T

E
Eu t u t E

E E
T

ξ η

δ
χ χ

δ
δ

δ δ

−

−

 
  
  
    ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ≤ + →         +      

 

 

此时(16)式仍为最优估计。 

3.2. 后验参数选取下的误差估计 

当噪音水平δ 已知时，一般采用偏差原理进行后验正则化参数的选取，定义新的正则化算子 ,ξ ηρ ρ 。

找到 max max,ξ η 满足下面的方程 

( ) ( )ˆ1 , .Tg rδ
ξ ηρ ρ ξ η δ− =                                (17) 

其中 1r > 是常数， max max,ξ η 均为正常数在这里扮演的是正则化参数的角色。 

( )( )2 2
max

max

max

1,                                   ,

e ,                .
T tξ ξ ξ

ξ ξ
ρ

ξ ξ
− − −

 ≤= 
>
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( )( )2 2
max

max

max

1,                                    ,

e ,                .
T tη η η

η η
ρ

η η
− − −

 ≤= 
>

 

构造出问题(1)的 Fourier 正则化解 

( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2

2

1 ˆ, , : e e , d d .
2

T ti x y
TR

u x y t g
ξ η

ξ ηξ ηδ δ
ρ ρ ξ ηξ η ρ ρ ξ η

+ −+

π
= ∫∫  

本节考虑 0s = 时，即 ( )2L R 中后验参数的选取，假设一个新的先验界： 

0 .g M≤                                       (18) 

这里的 M 是一个正常数， ⋅ 表示的是 ( )2 2L R 空间上的范数。 
引理 1 设 ( ) ( ) ( )max max ˆ, 1 ,TP gδ

ξ ηξ η ρ ρ ξ η= − ，如果当 ( )ˆ0 ,Tgδδ ξ η< < ，则 ( )max max,P ξ η 满足以下性

质 
1) ( )max max,P ξ η 为连续函数；  
2) ( )max max,P ξ η 为单调增函数； 
3) ( )0 , 0 max max, 0P

ξ ηρ ρ ξ η→ + → + = ； 
4) ( ), max max, TP g

ξ η

δ
ρ ρ ξ η→+∞ →+∞ = 。 

证明：由于 

( )

( ) ( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )

2 2
max

2 2
max

max max

max max

max max

ˆ1 1 , ,                                                  , ,

ˆ1 e , ,                              , ,

,
ˆ1 e , ,               

T

T t
T

T t
T

g

g

P
g

δ

ξ ξ δ

η η δ

ξ η ξ ξ η η

ξ η ξ ξ η η

ξ η
ξ η

− − −

− − −

− ≤ ≤

 − > ≤ 
 

=  − 
 

( )( ) ( )( ) ( )
2 2 2 2

max max

max max

max max

               , ,

ˆ1 e , ,           , .
T t T t

Tg
ξ ξ η η δ

ξ ξ η η

ξ η ξ ξ η η
− − − − − −








≤ >

   − > >   

 

由以上易知 ( )max max,P ξ η 为连续函数，因此 1)成立。 

又因为
( )( )2 2

maxe
T t ξ ξ− − −

，
( )( )2 2

maxe
T t η η− − −

，
( )( ) ( )( )2 2 2 2

max maxe
T t T tξ ξ η η− − − − − −

均为单调减函数，所以 ( )max max,P ξ η 为单

调增函数，因此 2) 得证； 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 , 0 max max 0 , 0
ˆ, lim 1 ,

ˆ1 1 , 0,

T

T

P g

g

ξ η
ξ η

δ
ρ ρ ξ ηρ ρ

δ

ξ η ρ ρ ξ η

ξ η

→ + → + → + → +
= −

= − =

而
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, max max ,
ˆ, lim 1 ,

ˆ ˆ1 0 , , ,

T

T T

P g

g g

ξ η
ξ η

δ
ρ ρ ξ ηρ ρ

δ δ

ξ η ρ ρ ξ η

ξ η ξ η

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞
= −

= − =
 

可得性质 3)，4)。 
引理 2 假设条件(11)和(18)成立，且 max max,ξ η 是(17)式的解，则有以下不等式成立 

( )
2 2
max max

1
23e e .

1

TM
r

η ξ

δ
 

= ≤   − 
                              (19) 

证明：由(8)式，有 

https://doi.org/10.12677/pm.2023.132034


张建萍 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2023.132034 314 理论数学 
 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
2 2

0

ˆ1 ,

ˆ ˆ ˆ1 , , ,

ˆ ˆ ˆ1 , , 1 ,

ˆ1 ,

ˆ1 e ,

T

T T T

T T T

T

T

g

g g g

g g g

g

g

δ
ξ η

δ
ξ η

δ
ξ η ξ η

ξ η

ξ η
ξ η

ρ ρ ξ η

ρ ρ ξ η ξ η ξ η

ρ ρ ξ η ξ η ρ ρ ξ η

δ ρ ρ ξ η
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−
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Ω
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Ω
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Ω
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∫∫

∫∫
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∫∫ ∫∫

∫∫

 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
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2 2 2
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2
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2 2 2

2
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M
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−
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则有 

( ) ( )
2
max2ˆ1 , 3e T

Tr g Mξδ
ξ ηδ ρ ρ ξ η δ −= − ≤ +  

( )
2
max21 3e Tr Mξδ −− ≤  

( )
2
max

1
23e

1

TM
r

ξ

δ
 

≤   − 
 

定理 2 设 ( ), ,u x y t 和 ( )ˆ , ,u t
ξ η

δ
ρ ρ ξ η 分别为问题(1)的精确解和 Fourier 正则化解，假设条件(11)和(18)

成立，且 max max,ξ η 是方程(17)的解，则有以下估计 

( ) ( ) ( )
1

1 3, , , , 4 3 1 .
1

t
t t tT
T T Tu t u t M r

rξ η

δ
ρ ρ δ

−
−

 
  ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ≤ + +  − 

 

                 (20) 

证明：由 Parseval 等式和三角不等式，有 
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下面我们对 1 2,S S 分别作估计，对 1S 做估计有 
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另一方面，对 2S 作估计 
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对 21S 作估计，有 
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同理，可以得到 

( )( ) ( )( )1 1

22 231 ; 1 .
t tt t
T TT TS M r S M rδ δ

− −
≤ + ≤ +  

则，有 

( )( )1

2 3 1 .
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所以 
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1 1
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所以，定理 2 得证。 

4. 结论 

本文解决了一个不适定问题，即二维时间反向热传导方程在无界区域中通过终值时刻的数据来确定

温度的分布。本文先通过 Fourier 变换推导出了问题的精确解，然后构造出了问题的 Fourier 正则化解。

最后分别给出了先验和后验参数选取下的误差估计。 
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