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摘  要 

本文研究了时变延迟随机微分方程的稳定性和有界性问题。本文分别讨论了当延迟函数为常数、有界函

数和无界函数等三种情况的稳定性和有界性问题，利用李雅普诺夫函数和时变伊藤公式，得出了三种情

况下相应解的稳定性和有界性的判别准则。最后，本文列举了一些例子来说明所得结果的有效性。 
 
关键词 

时变延迟随机微分方程，李雅普诺夫方法，时变伊藤公式 

 
 

Stability and Boundedness of  
Time-Changed Delay Stochastic  
Differential Equations 

Chengye Wu 
School of Applied Mathematics, Nanjing University of Finance and Economics, Nanjing Jiangsu 
 
Received: Sep. 3rd, 2023; accepted: Oct. 3rd, 2023; published: Oct. 11th, 2023 

 
 

 
Abstract 
In this paper, we study the stability and boundedness of time-changed delay stochastic differential 
equations. Three cases of the stability and boundedness of time-changed delay stochastic differen-
tial equations are discussed separately, that is, the delay function is constant, bounded function 
and unbounded function. Using Lyapunov function method and time-changed Ito’s formula, the 
criteria of stability and boundedness of these three cases are obtained. Finally, three examples are 
listed to illustrate the effectiveness of our conclusion. 
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1. 引言 

随机系统是一类描述现实世界具体行为的数学模型，它可以对于不确定的模型运行环境进行有效的

分析。随着随机微分方程的不断发展，它的理论在物理学、机械工程、控制理论和经济学等各个科学领

域的应用不断渗透。随机系统的稳定性和有界性的研究一直是随机微分方程中的研究热点(例如[1]-[11])。 
现实中的影响因素大都随着时间的改变而变化，为能更精确描述现实中的复杂系统，时变随机微分

方程的应运而生，并在近几年逐渐成为学者的研究焦点。金融分析师常会运用 Black-Scholes 模型，并通

过建立由布朗运动驱动的随机微分方程的模型进行股票与期权的定价。由于不是所有股票的交易行为都

足够活跃，常有股票在短期内价格保持不变，在这种情况下，普通的随机微分方程描述的价格误差相对

较大，但是时变随机微分方程可以较为精确的处理这类问题，参见[12]。在[13]中，Kobayashi 发现在半

鞅和时变的条件下，任何由时变半鞅驱动的随机积分都是由原始半鞅驱动的时变随机积分，同时建立了

时变伊藤公式。在[14]中，Wu 得到了时变随机微分方程的随机稳定，随机渐进稳定和全局随机渐进稳定

的必要条件。在[15]中，朱敏等人建立了时变随机微分方程的指数稳定性判别依据。 
由于现代科学与工业不仅依赖于当前的状态，还取决于过去的状态，延迟随机微分方程逐渐被运用

于这类系统的建模之中，它的稳定性也逐渐成为当前的研究热点问题之一。延迟时变随机微分方程相较

于时变随机微分方程多考虑了延迟项的因素，新的模型不仅可以收集现在的信息，还可以收集在过去一

段时间内的信息，在进行期权定价等行为中可以提高结果的准确性。在[16]中，胡等人通过细化延迟函数

类型的方式，对混合随机微分方程的稳定性和有界性进行了研究，为后人的研究提供了理论基础。在[17]
中，侯志刚等人研究了具有马尔可夫切换的中立型延迟随机微分方程的分布稳定性。在[18]中，谭等人运

用弱收敛的方法研究了中立型随机泛函微分方程的分布稳定性。在[19]中，Bao 等人运用常数变易公式得

到了不需要满足耗散条件的延迟随机微分方程的平稳分布，并证明其是存在且唯一的。在[20]中，Hu 等

人运用李雅普诺夫函数与半鞅收敛定理等方法得到了延迟函数为不可导情况下延迟随机微分方程的稳定

性和有界性的结论。 
然而，目前对于时变延迟随机微分方程的稳定性和有界性等问题仍未有结果，本文在前人理论研究

的基础上对该问题进行讨论。本文证明中主要借助的数学工具有：李雅普诺夫函数、半鞅收敛定理、时

变伊藤公式等。李雅普诺夫函数方法在稳定性以及控制等结论中的运用极其广泛，其主要思想为根据方

程的特性构造适当的函数，从而得到对应方程解的稳定性所需要的条件。本文针对不同的延迟函数构造

相应的李雅普诺夫函数得到方程解稳定性的充分条件。本文的主要贡献是对延迟函数分别为常数、有界

函数、无界函数等三种情况都进行了讨论，并得到了三种情况下时变延迟随机微分方程的稳定性和有界

性的判别准则。本文内容安排如下：第二节，介绍了基本模型和一些预备知识；第三节，分别讨论了延

迟函数为常数、有界函数、无界函数等三种情况下时变延迟随机微分方程的稳定性和有界性的结果；第
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四节，举了几个例子来论证我们的结论的有效性。 

2. 模型介绍和预备知识 

设 ( ), ,Ω   是关于流{ } 0t t≥
 的完备概率空间，也就是说它是右连续的，且 0 包含所有的零概率集，

设 ( ){ } 0t
B t

≥
是在完备带流的概率空间 { }( )0

, , , t t≥
Ω    上定义的实值布朗运动。从属项{ } 0t t

U
≥
是一个递

增，具有平稳独立增量，且其样本路径是右连续且左极限存在的随机过程。 ( )U t 的拉普拉斯变换的形

式如下： 
( )( ) ( )E e e ,uU t t uϕ− −=  

这里的 ( )uϕ 是拉普拉斯特征指数： 

( ) ( ) ( )
0

1 e d ,uxu u xϕ λ ν
∞ −= + −∫  

这里的 0λ ≥ 是漂移参数，ν 是满足 ( ) ( )
0

1 dν
∞

∧ ⋅ ⋅ < ∞∫ 的 Levy 测度。本文研究的从属项 ( ){ } 0t
U t

≥
是α -稳

定的，即以 ( )u uαϕ = 作为稳定参数且 ( )0,1α ∈ 。逆α -稳定从属项定义为： 

( ) ( ){ }inf 0 : , 0.E t s U s t t= > > ≥  

为了排除复合泊松过程的情况，我们假设 ( )0,ν ∞ = ∞，同时也可以保证 ( ){ } 0t
U t

≥
的样本轨道几乎处

处是严格递增的。因此很容易看出 ( ){ } 0t
E t

≥
是连续且随 ( )t -时变的，也就是说它是一个连续不减的 t -

停时族。定义 ( )t E t=  ，由于 t 和 ( )E t 都是右连续的，所以 t 也是右连续的。 ( )( )B E t 是关于流{ } 0t t≥


的平方可积鞅(参见定理 1 [1])。设 : R Rφ + → 是一个可测且 t -适应的过程，我们有： 

( ) ( )2

0
E d , 0.s E s tφ

∞
< ∞ >∫  

定义一个实值随机积分： 

( ) ( )( )0
d ,

t
s B E sφ∫  

且它是一个连续的平方可积鞅，关于随机积分的构造，参见文献[7]。 
在本文中，考虑初值 ( ) 00x x= 的时变延迟随机微分方程： 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )
d , , , d , , , d

, , , d ,

x t f t E t x t x t t t g t E t x t x t t E t

t E t x t x t t B E t

δ δ

σ δ

= − + −

+ −
             (1) 

其中， 
: ,
: ,
: ,
: .

f R R R R R
g R R R R R

R R R R R
R R

σ
δ

+ +

+ +

+ +

+ +

× × × →
× × × →
× × × →
→

 

当 0t < 时，我们令 ( ) 0E t = 。 
为了保证该方程存在唯一的解 ( )x t ，需要建立以下假设： 
(A1) 对任意的 [ )1 2, 0,t t R+∈ = ∞ ， 1 2 1 2, , ,x x y y R∈ ，存在正常数 K，使得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2
1 2 1 1 1 2 2 2 1 2 1 1 1 2 2 2

2 2 2
1 2 1 1 1 2 2 2 1 2 1 2

, , , , , , , , , , , ,

, , , , , , .

f t t x y f t t x y g t t x y g t t x y

t t x y t t x y K x x y yσ σ

− ∨ −

∨ − ≤ − + −
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(A2) 如果 ( )x t 是一个右连左极且 t -适应的过程，那么 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ), , , , , , , , , , , ,tf t E t x t x t t g t E t x t x t t t E t x t x t t Lδ δ σ δ− − − ∈   

( )tL  指的是右连左极且 t -适应的过程类。根据引理 4.1 [13]，时变延迟随机微分方程(1)存在唯一解，

且该解是 t -适应的。 

3. 稳定性和有界性 

本文将研究在三种不同类型的延迟函数的情况下时变延迟随机微分方程(1)的稳定性与有界性问题。 
类型一：延迟函数 ( ) , 0tδ τ τ= > 的情形 
为研究此情况，给出假设(A3)。 
(A3) 若存在 ( )2,1 ;V C R R R R+ + +∈ × × ， [ )( )1 2, , ;U U C R R Rτ + +∈ − ∞ × × ，及常数 1 0c ≥ ， 2 3 0c c> ≥ ，

使得对任意的 ( )( ), ,t E t x R R R+ +∈ × × 有： 

( )( ) ( )( ) ( )( )1 2, , , , , , .U t E t x V t E t x U t E t x≤ ≤                          (2) 

对任意的 ( )( ), , ,t E t x y R R R R+ +∈ × × × 有： 

( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 2 2 3 2, , , , , , , ,LV t E t x y c c U t E t x c U t E t yτ τ≤ − + − −                  (3) 

( )( )2 , , , 0.L V t E t x y ≤                                   (4) 

其中， 

( ) ( ) ( ) ( )
11 1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , , , , , , , , ,t xLV t t x y V t t x y V t t x y f t t x y= +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1, , , , , , , , , , , , , , , , , , .
2t x xxL V t t x y V t t x y V t t x y g t t x y V t t x y t t x yσ= + +  

定理 3.1 当(A1)，(A2)，(A3)成立时，有以下结论： 

1)                            ( )( ) 1
1limsupE , , .

t

cU t E t x
ε→∞

≤                                (5) 

2)                       ( )( ) 1
20

2 3

1limsup E , , d .
t

t

cU s E s x s
t c c→∞

≤
−∫                            (6) 

当 1 0c = 时，有： 

3)                        ( )( )( )1
1limsup log E , , .

t
U t E t x

t
ε

→∞
≤ −                              (7) 

4)            ( )( ) ( )( ) ( )( )0
2 2 20

2 3

1E , , d (0,0, 0 , , d .U s E s x s U x U s E s x s
c c τ

∞

−
≤ +

−∫ ∫                (8) 

5)                        ( )( )( )1
1limsup log , ,    a.s.

t
U t E t x

t
ε

→∞
≤ −                            (9) 

6)                           ( )( )20
, , d .    a.s.U s E s x s

∞
< ∞∫                              (10) 

其中 0ε > ，是方程 2 3ec c ετε= + 的唯一根。 
证明 对任意的整数 0n x≥ ，定义停时 

( ){ }inf 0 : ,n t x t nτ = ≥ ≥  
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和 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ){ }0
inf 0 : , , , , , , ,n t

k xk t V s E s x s x s s s E s x s x s s k
τ

ρ δ σ δ
∧

= ∧ ≥ − − ≥∫  

其中 , 1,2,3,n k = 。显然 nτ →∞ ， kρ →∞几乎处处成立。 
根据时变伊藤公式(参见引理 1.9 [14])我们有： 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

0

10

20

0

Ee , , 0,0,

E e , , , , , d

E e , , , d

E e , , , , , , d .

n k

n k

n k

n k

t
n k n k n k

t s

t s

t s
x

V t E t x t V x

V s E s x s LV s E s x s x s s

L V s E s x s x s E s

V s E s x s x s s E s x s x s B E s

ε τ ρ

τ ρ ε

τ ρ ε

τ ρ ε

τ ρ τ ρ τ ρ

ε τ

τ

τ σ τ

∧ ∧

∧ ∧

∧ ∧

∧ ∧

∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ −

= + −

+ −

+ − −

∫

∫

∫

 

由于 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )0
e , , , , , , dn kt s

xV s E s x s x s s E s x s x s B E s
τ ρ ε τ σ τ

∧ ∧
− −∫ 是均值为 0 的鞅，再根据(2)、

(3)、(4)，可得 
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

1 2 0

1 2 2 3 20

1
2 20

3 20

Ee , , 0,0,

E e , , , , d

e E e , , d

E e , , d .

n k

n k

n k

n k

t
n k n k n k

t s

tt s

t s

U t E t x t U x

c c U s E s x s c U s E s x s s

c c U s E s x s s

c U s E s x s s

ε τ ρ

τ ρ ε

τ ρε ε

τ ρ ε

τ ρ τ ρ τ ρ

ε τ τ τ

ε
ε

τ τ τ

∧ ∧

∧ ∧

∧ ∧

∧ ∧

∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ −

≤ − − + − − −

≤ − −

+ − − −

∫

∫

∫

         (11) 

又因为 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

20

20

2

0
2 20

0
2 20

E e , , d

e E e , , d

e E e , , d

e E e , , d e E e , , d

e E , , d e E e , , d .

n k

n k

n k

n k

n k

t s

t s

t s

ts s

t s

U s E s x s s

U s E s x s s

U s E s x s s

U s E s x s s U s E s x s s

U s E s x s s U s E s x s s

τ ρ ε

τ ρ ε τετ

τ ρ τετ ε
τ

τ ρετ ε ετ ε
τ

τ ρετ ετ ε
τ

τ τ τ

τ τ τ

∧ ∧

∧ ∧ −

∧ ∧ −

−

∧ ∧

−

∧ ∧

−

− − −

= − − −

=

≤ +

≤ +

∫

∫

∫

∫ ∫

∫ ∫

              (12) 

将(12)代入(11)，可以得到： 

( ) ( ) ( )( )( ) 1
1 1E e , , e .n kt t

n k n k n k
cU t E t x t Pε τ ρ ετ ρ τ ρ τ ρ
ε

∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ≤ +  

其中 ( ) ( ) ( )( )0
1 2 0 3 20,0, e E , , dP U x c U s E s x s sετ

τ−
= + ∫ 。当 n →∞， k →∞时，可得 

( ) ( )( )( ) 1
1 1E e , , e ,t tcU t E t x t Pε ε

ε
≤ +                            (13) 

将不等式两边同除以 e tε ，再令 t →∞，则(5)得证。 
根据时变伊藤公式可得 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

0

1 20 0

0

E , , 0,0,

E , , , d E , , , d

E , , , , , , d .

n k n k

n k

n k n k n k

t t

t
x

V t E t x t V x

LV s E s x s x s s L V s E s x s x s E s

V s E s x s x s s E s x s x s B E s

τ ρ τ ρ

τ ρ

τ ρ τ ρ τ ρ

τ τ

τ σ τ

∧ ∧ ∧ ∧

∧ ∧

∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ −

= − + −

+ − −

∫ ∫

∫
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由于 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )0
, , , , , , dn kt

xV s E s x s x s s E s x s x s B E s
τ ρ

τ σ τ
∧ ∧

− −∫ 是均值为 0 的鞅，再根据(2)、
(3)、(4)，可得 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1

2 0 1 2 2 3 20

E , ,

0,0, E , , , , dn k

n k n k n k

t

U t E t x t

U x c c U s E s x s c U s E s x s s
τ ρ

τ ρ τ ρ τ ρ

τ τ τ
∧ ∧

∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

≤ + − + − − −∫
        (14) 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

2 0 1 2 20

3 20

2 1 2 3 20

0,0, E , , d

E , , d

E , , d .

n k

n k

n k

t

t

t

U x c t c U s E s x s s

c U s E s x s s

P c t c c U s E s x s s

τ ρ

τ ρ

τ ρ

τ τ τ

∧ ∧

∧ ∧

∧ ∧

≤ + −

+ − − −

≤ + − −

∫

∫

∫

                    (15) 

其中 ( ) ( ) ( )( )0
2 2 0 20,0, E , , dP U x U s E s x s s

τ−
= + ∫ 。因此，可得 

( ) ( ) ( )( )2 3 2 2 10
E , , d .n kt

c c U s E s x s s P c t
τ ρ∧ ∧

− ≤ +∫  

令 k →∞， n →∞，再运用 Fubini 定理，可得 

( ) ( ) ( )( )2 3 2 2 10
E , , d .

t
c c U s E s x s s P c t− ≤ +∫                         (16) 

将不等式两边同除以 t，再令 t →∞，可得(6)成立。 
接下来考虑 1 0c = 时的情况，由(13)可以得到： 

( ) ( )( )( )1 1E , , e ,tU t E t x t P ε−≤  

将不等式两边取对数，再两边同除以 t 时后，再令 t →∞，(7)得证。 
根据(16)，可以得到， 

( ) ( ) ( )( )2 3 2 20
E , , d .

t
c c U s E s x s s P− ≤∫  

将不等式两边同除以 2 3c c− ，再令 t →∞，得到 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )0
2 2 20

2 3

1E , , d 0,0, 0 , , d ,U s E s x s s U x U s E s x s
c c τ

∞

−
≤ +

−∫ ∫             (17) 

则(8)得证。 
对(17)使用 Fubini 定理，可得 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )0
2 2 20

2 3

1E , , d 0,0, 0 , , d ,U s E s x s s U x U s E s x s
c c τ

∞

−
≤ +

−∫ ∫  

由此可得(10)成立。 
根据时变伊藤公式，可得 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

0

10

20

e , , 0,0,

e , , , , , d

e , , , d ,

t

t s

t s

V t E t x t V x

V s E s x s LV s E s x s x s s

L V s E s x s x s E s M t

ε

ε

ε

ε τ

τ

−

= + −

+ − +

∫

∫

 

其中， ( )M t 是一个初值为 0 的局部鞅，根据假设(A3)，且当 1 0c = 时，用证明(13)的方法可以得到： 

( ) ( )( ) ( )1 3e , , ,tU t E t x t P M tε ≤ +  
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这里的 ( ) ( ) ( )( )0
3 2 0 3 20,0, e , , dP U x c U s E s x s sετ

τ−
= + ∫ 。根据半鞅收敛定理[8]可以得到： 

( ) ( )( )1limsup e , ,   a.s.,t

t
U t E t x tε

→∞
  < ∞   

因此，存在有界随机变量 λ 使得 

( ) ( )( )1
0
sup e , ,   a.s.,t

t
U t E t x tε λ

≤ <∞
  ≤   

即 

( )( )( )1
1limsup log , ,   a.s.,

t
U t E t x

t
ε

→∞
≤ −  

即(9)成立，定理 3.1 证毕。 
类型二：当 ( )tδ 是 t 的函数的情形 

假设延迟函数 ( ) :t R Rδ + +→ 是一个可导的函数且满足
( )d

1
d

t
t

δ
µ≤ < 。令 ( ) ( )1 , 0t t t tδ δ= − ≥ 。那么，

( )1d
1 0

d
t

t
δ

µ≥ − > ，即 ( )1 tδ 是关于 t 的递增函数，且有 ( ) ( )1 0 , 0t tδ δ≥ − ≥ 。 

定义初值 ( ){ } ( )( ): 0 0 ,0 ;x t t C Rτ δ − ≤ < ∈ −  。 
为研究此情况，建立如此假设。 
(A4) 若存在 ( )2,1 ;V C R R R R+ + +∈ × × ， [ )( )1 2, , ;U U C R R Rτ + +∈ − ∞ × × ，及常数 1 0c ≥ ， 2 3 0c c> ≥ ，

使得对任意的 ( )( ), ,t E t x R R R+ +∈ × × 有： 

( )( ) ( )( ) ( )( )1 2, , , , , , .U t E t x V t E t x U t E t x≤ ≤  

对任意的 ( )( ), , ,t E t x y R R R R+ +∈ × × × 有： 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 1 2 2 3 2, , , , , 1 , , ,LV t E t x y c c U t E t x c U t t E t t yµ δ δ≤ − + − − −           (18) 

( )( )2 , , , 0.L V t E t x y ≤  
定理 3.2 当(A1)，(A2)，(A4)成立时，有以下结论： 

1)                           ( )( )1E , , , 0.U t E t x t< ∞ ∀ ≥                                (19) 

2)                       ( )( ) 1
20

2 3

1limsup E , , d .
t

t

cU s E s x s
t c c→∞

≤
−∫                           (20) 

当 1 0c = 时，有： 

3)          ( )( ) ( )( ) ( )( )( )( )0
2 2 20 0

2 3

1E , , d 0,0, 0 , , d .U s E s x s U x U s E s x s
c c δ

∞

−
≤ +

−∫ ∫              (21) 

4)                           ( )( )20
, , d .   a.s.U s E s x s

∞
< ∞∫                               (22) 

证明 (20)的证明思路与定理 3.1 中的(6)的证明思路一致，根据时变伊藤公式和(A4)，与定理 3.1 证

明过程不同的是(14)变成了， 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )

1

2 0 1 2 20

3 20

E , ,

0,0, E , , d

1 E , , d .

n k

n k

n k n k n k

t

t

U t E t x t

U x c t c U s E s x s s

c U s s E s s x s s s

τ ρ

τ ρ

τ ρ τ ρ τ ρ

µ δ δ δ

∧ ∧

∧ ∧

∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

≤ + −

+ − − − −

∫

∫

                (23) 
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又因为 

( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )

20

20

0
2 20 0

E , , d  

1 E , , d  
1

1 , , d E , , d ,
1

n k

n k

n k

t

t

t

U s s E s s x s s s

U s E s x s s

U s E s x s s U s E s x s s

τ ρ

τ ρ

δ

τ ρ

δ

δ δ δ

µ

µ

∧ ∧

∧ ∧

−

∧ ∧

−

− − −

≤
−

≤ +
−

∫

∫

∫ ∫

               (24) 

将(24)代入(23)，可得 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

1

4 1 2 3 20

E , ,

E , , d ,n k

n k n k n k

t

U t E t x t

P c t c c U s E s x s s
τ ρ

τ ρ τ ρ τ ρ
∧ ∧

∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

≤ + − − ∫
                      (25) 

其中 ( ) ( ) ( )( )( )

0
4 2 0 20

0,0, E , , dP U x U s E s x s s
δ−

= + ∫ 。 
由(25)可得， 

( ) ( ) ( )( )2 3 2 4 10
E , , d .n kt

c c U s E s x s s P c t
τ ρ∧ ∧

− ≤ +∫  

令 k →∞， n →∞，再运用 Fubini 定理，可得， 

( ) ( ) ( )( )2 3 2 4 10
E , , d .

t
c c U s E s x s s P c t− ≤ +∫                          (26) 

将不等式两边同除以 ( )2 3t c c− ，再令 t →∞，可得(20)成立。 
当 1 0c = 时，根据(26)我们有， 

( ) ( ) ( )( )2 3 2 40
E , , d .

t
c c U s E s x s s P− ≤∫  

不等式两边同除以 ( )2 3c c− ，再令 t →∞，我们有， 

( )( ) ( )( ) ( )( )( )( )0
2 2 20 0

2 3

1E , , d 0,0, 0 , , d .U s E s x s U x U s E s x s
c c δ

∞

−
≤ +

−∫ ∫              (27) 

则(21)得证。 
对(27)运用 Fubini 定理，可得 

( )( )20
E , , d .U s E s x s

∞
< ∞∫  

则(22)得证。 
将(22)代入(25)，(19)得证。 
定理 3.2 证毕。 
若延迟函数 ( )tδ 在 0t ≥ 时还满足有界的条件，可以得到以下结论： 
定理 3.3 当(A1)，(A2)，(A4)成立时，令 ( )

0
: sup

t
m tδ

≥
= < ∞，有： 

1)                             ( )( ) 1
1limsupE , , .

t

cU t E t x
ε→∞

≤                              (28) 

当 1 0c = 时，有： 

2)                         ( )( )( )1
1limsup log E , , .

t
U t E t x

t
ε

→∞
≤ −                            (29) 

3)                        ( )( )( )1
1limsup log , ,     a.s.

t
U t E t x

t
ε

→∞
≤ −                          (30) 
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其中 0ε > 是方程 2 3e
mc c εε= + 的唯一根。 

证明 此定理的证明与定理 3.1 中(5)，(7)，(9)的证明思路类似，根据时变伊藤公式和(A4)，与定理

3.1 证明过程不同的是(11)变成了， 
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )(
( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ))

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )

1 2 0

1 2 20

3 2

1
2 20

3 20

Ee , , 0,0,

E e , ,

1 , , d

e E e , , d

1 E e , , d ,

n k

n k

n k

n k

t
n k n k n k

t s

tt s

t s

U t E t x t U x

c c U s E s x s

c U s s E s s x s s s

c c U s E s x s s

c U s s E s s x s s s

ε τ ρ

τ ρ ε

τ ρε ε

τ ρ ε

τ ρ τ ρ τ ρ

ε

µ δ δ δ

ε
ε

µ δ δ δ

∧ ∧

∧ ∧

∧ ∧

∧ ∧

∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ −

≤ − −

+ − − − −

≤ − −

+ − − − −

∫

∫

∫

              (31) 

又因为 

( ) ( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( )( ( ) ( )( )

20

20

0
2 20 0

E e , , d

e E e , , d

1 e E , , d e E e , , d ,
1

n k

n k

n k

t s

t s sm

tm m s

U s s E s s x s s s

U s s E s s x s s s

U s E s x s s U s E s x s s

τ ρ ε

τ ρ ε δε

τ ρε ε ε
δ

δ δ δ

δ δ δ

µ

∧ ∧

∧ ∧ −

∧ ∧

−

− − −

≤ − − −

≤ +
−

∫

∫

∫ ∫

           (32) 

将(32)代入(21)中，可得 

( ) ( ) ( )( )( ) 1
1 5E e , , e ,n kt t

n k n k n k
cU t E t x t Pε τ ρ ετ ρ τ ρ τ ρ
ε

∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ≤ +               (33) 

其中 ( ) ( ) ( )( )( )

0
5 2 0 3 20

0,0, e E , , dmP U x c U s E s x s sε
δ−

= + ∫ 。 
令 ,n k→∞ →∞，可得 

( ) ( )( )( ) 1
1 5E e , , e ,t tcU t E t x t Pε ε

ε
≤ +                             (34) 

将不等式两边同除以 e tε ，再令 t →∞，则(28)得证。 
当 1 0c = 时，将(34)两边同除以 e tε 我们有， 

( ) ( )( )( )1 5E , , e ,tU t E t x t P ε−≤  

将不等式两边取对数，再将两边同除以 t 时后，再令 t →∞，(29)得证。 
根据时变伊藤公式，可得 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )
( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )

0

10

20

e , , 0,0,

e , , , , , d

e , , , d .

t

t s

t s

V t E t x t V x

V s E s x s LV s E s x s x s s s

L V s E s x s x s s E s M t

ε

ε

ε

ε δ

δ

−

= + −

+ − +

∫

∫

 

这里的 ( )M t 是一个初值为 0 的局部鞅，根据假设(A4)，且当 1 0c = 时，用证明(13)同样的方法可以

得到： 
( ) ( )( ) ( )1 5e , , ,tU t E t x t P M tε ≤ +                             (35) 

根据半鞅收敛定理[8]可以得到： 
( ) ( )( )1limsup e , ,   a.s.,t

t
U t E t x tε

→∞
  < ∞   
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因此，存在有界随机变量λ使得 

( ) ( )( )1
0
sup e , ,   a.s.,t

t
U t E t x tε λ

≤ <∞
  ≤   

即 

( )( )( )1
1limsup log , ,   a.s.,

t
U t E t x

t
ε

→∞
≤ −  

即(30)成立，定理 3.3 证毕。 
类型三：当延迟函数 ( )tδ 是无界的情形 
考虑 ( )t tδ ω= ， 0t ≥ 的情况，其中 ( )0,1ω∈ 。 
令 1η ω= − ，则时变延迟随机微分方程(1)变成了 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

d , , , d , , , d

, , , d .

x t f t E t x t x t t g t E t x t x t E t

t E t x t x t B E t

η η

σ η

= +

+
                (36) 

通过建立以下假设(A5)来得出我们的结果： 
(A5)若存在 ( )2,1 ;V C R R R R+ + +∈ × × ， [ )( )1 2, , ;U U C R R Rτ + +∈ − ∞ × × ，及常数 1 0c ≥ ， 2 3 0c c> ≥ ，使

得对任意的 ( )( ), ,t E t x R R R+ +∈ × × 有： 

( )( ) ( )( ) ( )( )1 2, , , , , , .U t E t x V t E t x U t E t x≤ ≤  

且对任意的 ( )( ), , ,t E t x y R R R R+ +∈ × × × 有： 

( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 2 2 3 2, , , , , , , ,LV t E t x y c c U t E t x c U t E t yη η η≤ − +                  (37) 

( )( )2 , , , 0.L V t E t x y ≤  

定理 3.4 当(A1)、(A2)、(A5)成立时，有以下结论： 

1)                           
( )( )1 1

E , ,
limsup .

1 1t

U t E t x c
t ε→∞

≤
+ +

                            (38) 

当 1 0c = 时，有： 

2)                          
( )( )( )

( )
1log E , ,

limsup .
log 1t

U t E t x

t
ε

→∞
≤ −

+
                           (39) 

3)                         
( )( )( )

( )
1log , ,

limsup     a.s.
log 1t

U t E t x

t
ε

→∞
≤ −

+
                         (40) 

其中 0ε > 是方程 2 3c c εε η−= + 的唯一根。 
证明 根据时变伊藤公式，可得 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

0

1
10

20

0

E 1 , , 0,0,

E 1 , , 1 , , , d

E 1 , , , d

E 1 , , , , , , d .

n k

n k

n k

n k n k n k n k

t

t

t
x

t V t E t x t V x

s V s E s x s s LV s E s x s x s s

s L V s E s x s x s E s

s V s E s x s x s s E s x s x s B E s

ε

τ ρ ε ε

τ ρ ε

τ ρ ε

τ ρ τ ρ τ ρ τ ρ

ε η

η

η σ η

∧ ∧ −

∧ ∧

∧ ∧

+ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ −

= + + +

+ +

+ +

∫

∫

∫

          (41) 
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由于 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )0
1 , , , , , , dn kt

xs V s E s x s x s s E s x s x s B E s
τ ρ ε η σ η

∧ ∧
+∫ 是均值为 0 的鞅，再由(A5)

可得 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

1 2 0

1 2 2 3 20
1

1
2 20

3 20

E 1 , , 0,0,

E 1 , , , , d

1
E 1 , , d

1

E 1 , , d ,

n k

n k

n k

n k n k n k n k

t

t

t

t U t E t x t U x

s c c U s E s x s c U s E s x s s

c t
c s U s E s x s s

c s U s E s x s s

ε

τ ρ ε

ε
τ ρ ε

τ ρ ε

τ ρ τ ρ τ ρ τ ρ

ε η η η η

ε
ε

η η η η

∧ ∧

+
∧ ∧

∧ ∧

+ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ −

≤ + − − +

+
≤ − − +

+

+ +

∫

∫

∫

         (42) 

又因为 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

20

1
20

1
20

E 1 , , d

E 1 , , d

E 1 , , d ,

n k

n k

n k

t

t

t

s U s E s x s s

u U u E u x u u

u U u E u x u u

τ ρ ε

ε
η τ ρ

τ ρ εε

η η η

η
η

η

∧ ∧

∧ ∧ −

∧ ∧− +

+

 
≤ + 

 

≤ +

∫

∫

∫

                      (43) 

将(43)代入(42)，可得： 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )11
1 2 0

1
E 1 , , 0,0, ,

1n k n k n k n k

c t
t U t E t x t U x

ε
ετ ρ τ ρ τ ρ τ ρ

ε

++
+ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ≤ +

+
    (44) 

令 n →∞， k →∞，可得： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )11
1 2 0

1
1 E , , 0,0, ,

1
c t

t U t E t x t U x
ε

ε

ε

++
+ ≤ +

+
                    (45) 

将(45)两边同除以 ( )11 t ε++ ，再令 t →∞，就得到了(38)。 
当 1 0c = 时，将(45)两边同除以 ( )1 t ε+ ，再将两边同时取对数，再令 t →∞，就能得到(39)。 
根据时变伊藤公式可得： 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

0

1
10

20

1 , , 0,0,

1 , , 1 , , , d

1 , , , d .

t

t

t V t E t x t V x

s V s E s x s s LV s E s x s x s s

s L V s E s x s x s E s M t

ε

ε ε

ε

ε η

η

−

+ −

= + + +

+ + +

∫

∫

 

这里的 ( )M t 是一个初值为 0 的局部鞅，根据假设(A5)，当 1 0c = ，用之前相同的证明方法可以得到： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 01 , , 0,0, ,t U t E t x t U x M tε+ ≤ +                        (46) 

根据半鞅收敛定理可得： 

( ) ( ) ( )( )1limsup 1 , ,     a.s.,
t

t U t E t x tε

→∞
+ < ∞                         (47) 

由(47)可以得到(40)，定理 3.4 证毕。 

4. 例子 

例 4.1 考虑时变延迟随机微分方程(1)中 ( ) 0.1tδ τ= = 时的情况。 
令 

( ) ( ) ( )3 2
1 2 1 2 1 2, , , 2 2 , , , , , , , , ,f t t x y x x g t t x y xy t t x y xyσ= − − = − =  
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其中 ( )1 2, , ,t t x y R R R R+ +∈ × × × 。 
令 

( ) ( ) ( )2 2 4 2
1 2 1 1 2 2 1 2, , , , , , , , ,V t t x x U t t x x U t t x x x= = = +  

因此， 

( ) ( ) ( )1 1 2 1 2 2 1 2, , , , , , ,U t t x V t t x U t t x≤ ≤  

其中 ( )2,1 ;V C R R R R+ + +∈ × × ， [ )( )1 2, , ;U U C R R Rτ + +∈ − ∞ × × 。 
通过计算可得， 

( ) ( )3 2 4
1 1 2, , , 4 4 4 ,LV t t x y x x x x x= − + = − −  

( ) 2 2 2 2 2
2 1 2, , , 2 ,L V t t x y x xy x y x y= − ⋅ + = −  

令 1 0c = ， 2 0.835c = ， 3 0c = 时，因此 0.835ε = 为方程 2 3ec c ετε= + 的唯一根。 
对于 ( )1 2, , ,t t x y R R R R+ +∀ ∈ × × × ，可得以下结论成立： 

( )( )2log
limsup ,

x

Ex t

t
ε

→∞
≤ −                                (48) 

( )( )log
limsup     a.s.,

2x

x t

t
ε

→∞
≤ −                              (49) 

( )( )4
0

d ,E x t t
∞

< ∞∫                                  (50) 

( )4
0

d    a.s.x t t
∞

< ∞∫                                  (51) 

例 4.2 考虑时变延迟随机微分方程(1)中 ( ) ( )0.7 1 sint tδ = − 时的情况，此时 

( )
0

sup 1.4.
t

m tδ
≥

= =  

令 

( ) ( ) ( )3 2
1 2 1 2 1 2

1 1, , , 2 2 , , , , , , , , ,f t t x y x x g t t x y y t t x y y
x x

σ= − − + = − =  

其中 ( )1 2, , ,t t x y R R R R+ +∈ × × × 。 
令 

( ) ( ) ( )2 2 4 2
1 2 1 1 2 2 1 2, , , , , , , , ,V t t x x U t t x x U t t x x x= = = +  

则有 

( ) ( ) ( )1 2 ,U x V x U x≤ ≤  

其中 ( )2,1 ;V C R R+∈ ， ( )1 2, ;U U C R R+∈ 。 
经过计算可得， 

( ) ( )3 4 2
1 1 2, , , 4 2 4 4 2,LV t t x y x x x x x= − + + = − − +  

( ) 2
2 1 2, , , .L V t t x y y= −  

令 1 2c = ， 2 0.365c = ， 3 0c = ，且 0.365ε = 为 2 3e
mc c εε= + 的唯一根，可得 
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( ) ( ) ( ) ( )4 2
1 1 2 1 2 2 3 2, , , 4 4 2 1 0.8 ,LV t t x y x x c c U x c U y= − − + ≤ − + −  

( ) ( )2
2 1 2 1 2, , , 0, , , , .L V t t x y y t t x y R R R R+ += − ≤ ∀ ∈ × × ×  

根据定理 3.3，可得以下结论成立： 

( )( )4 , 0,E x t t< ∞ ∀ ≥                                  (52) 

( )( )log
limsup 0.1825    a.s.

x

x t

t→∞
≤ −                          (53) 

例 4.3 考虑时变延迟随机微分方程(1)中 ( ) 0.8t tδ = ，即 0.2η = 时的情况。 
令 

( ) ( ) ( )
2

3
1 2 1 2 1 2, , , , , , , 3 , , , , ,yf t t x y x x g t t x y t t x y y

x
σ= − − = − =  

其中 ( )1 2, , ,t t x y R R R R+ +∈ × × × 。 
令 

( ) ( ) ( )4 4 6 4
1 2 1 1 2 2 1 2, , , , , , , , ,V t t x x U t t x x U t t x x x= = = +  

则有 

( ) ( ) ( )1 2 ,U x V x U x≤ ≤  

其中 ( )2,1 ;V C R R+∈ ， ( )1 2, ;U U C R R+∈ 。 
经过计算可得， 

( ) ( )3 3 6 4
1 1 2, , , 4 4 4 ,LV t t x y x x x x x= − + = − −  

( )
2

3 2 2 2 2
2 1 2, , , 4 3 6 6 ,yL V t t x y x x y x y

x
 

= − + = − 
 

 

令 1 0c = ， 2 0.2825c = ， 3 0c = 时， 0.2825ε = 为 2 3c c εε η−= + 的唯一根。可得 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )3 3 6 4
1 1 2 1 2 2 3 2, , , 4 4 4 , , , , ,LV t t x y x x x x x c c U t E t x c U t E t yη η η= − + = − − ≤ − +  

( ) ( )
2

3 2 2 2 2
2 1 2 1 2, , , 4 3 6 6 0, , , , .yL V t t x y x x y x y t t x y R R R R

x + +

 
= − + = − ≤ ∀ ∈ × × × 

 
 

根据定理 3.4，可得以下结论成立： 

( )( )
( )

4log E
limsup 0.2825,

log 1t

x t

t→∞
≤ −

+
                            (54) 

( )( )log
limsup 0.070625  a.s.

x

x t

t→∞
≤ −                           (55) 

5. 结论 

本文主要基于李雅普诺夫方法和时变伊藤公式，得出了时变延迟随机微分方程的解的稳定性与有界

性的一些结论，并借助三个具体的例子对于所得结果的有效性与可行性进行了验证。本文的主要贡献是：

将延迟函数分为常值函数、有界函数、无界函数三种情况给出了时变延迟随机微分方程的解的稳定性与
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有界性判别准则。本文所得出的结论相比于基本的时变随机微分方程能多收集过去一段时间内的信息，

预计相较于一般的时变随机微分方程可更为精确的解决如 Black-Scholes 模型的股票与期权定价等问题。

在本文的基础上，还可以继续研究当延迟函数为不可导的情况作为未来发展。 
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