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Abstract: Considering the data of survival time of raying mice, we can know the reason of death by dissec-
tion after the mice died. One reason is thymus lymphoma, and the other is reticulum cell sarcoma. In this pa-
per, we give the statistical method to separate the survival data caused by two reasons without dissection. It is 
also considered that this kind of mice survival time can be fitted by twofold mixed model of two-parameter 
Weibull distribution. Besides, the optimum selection criterion is proposed, and the inverse moment estimates 
and interval estimates of parameters are obtained. The calculated results indicate that the method is simple 
and feasible. 
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摘  要：考虑被辐射的老鼠的存活时间的数据，当老鼠死之后，可以经解剖知道其死亡原因，一类原

因为胸腺淋巴瘤，另一类原因为网状细胞肉瘤。本文给出在不经解剖的情形下如何将两种原因引起的

存活数据进行分离的统计方法，认为这类老鼠存活时间可用两重两参数威布尔分布混合模型来拟合，

同时提出了一个优选准则，并得到了参数的逆矩估计和区间估计。计算结果表明本文方法的简便易行。 

 

关键词：威布尔分布；两重混合模型；胸腺淋巴瘤；网状细胞肉瘤；逆矩估计；区间估计 

1. 引言 文献[1]给出了一个有关于 60只被辐射的老鼠的

存活时间的数据。当老鼠死之后，经解剖可以知道

其死亡原因。其考虑两类死亡原因所引起的死亡数

据。一类原因为胸腺淋巴瘤(包含 22 个数据)，另一类

原因为网状细胞肉瘤(含有 38 个数据)，数据见表 1、

表 2。 
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通用商科人才培养本科专业建设》项目；上海市星系与宇宙学半解
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科研专项基金(swm10010)资助。 
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Table 1. Thymus lymphoma (22 data) 
表 1. 胸腺淋巴瘤(22 个数据) 

159 189 191 198 200 207 220 235 245 

250 256 261 265 266 280 343 356 383 

403 414 428 432      

 
Table 2. Reticulum cell sarcoma (38 data) 

表 2. 网状细胞肉瘤(38 个数据) 

317 318 399 495 525 536 549 552 554 557

558 571 586 594 596 605 612 621 628 631

636 643 647 648 649 661 663 666 670 695

697 700 705 712 713 738 748 753   

 

上述数据是通过解剖得到的。如果要做很多次这

样的试验，那么解剖老鼠的工作将耗费较大的人力、

物力和财力。那么有没有不经过解剖，就能确定这些

存活时间数据中哪些是由胸腺淋巴瘤引起的，哪些是

由网状细胞肉瘤引起的呢？这正是本文所要研究的

问题。考虑受辐射老鼠的存活时间可用两重两参数威

布尔分布混合模型来拟合。关于混合模型的表述如

下： 

当一个总体中每一个个体都是 k 个不同类个体中

的某一个，第 i 类个体在总体中所占比例为 ，诸  ip ip
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满足 和 ，这时就产生了混合模型。 ip

假定第 i 类的个体服从生存函数为 的分布，从

这总体中任选一个个体，其生存函数为： 

 R x , 

这种模型被称为“混合模型”。在不能区分不同类的

个体时，常常用此模型。诸 常取自同一参数族，

当然这非必需的。 

令   1 ,i iF x R  x i k 

 
，即第 i 类的个体
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在此，称其为 k 重混合模型。如果 ，则称为两重

混合模型。 

混合模型是一个很灵活而且是强有力的统计建

模工具。在实际中混合模型已成为分析复杂现象的一

个重要工具，它几乎涵盖了各个学科，其广泛应用于

证券分析、声学研究、生物学、医学、经济、金融、环

境科学、植物学、农业和可靠性等领域。有关混合模

型的研究历史，第一篇关于混合模型的文章是 Pearson 

(1894)用两重正态混合分布拟合 Weldon 的数据，

Pearson 使用了矩方法，上世纪七十年代前对混合模型

的研究大都是使用矩方法及图形方法。从七十年代开

始，对混合模型的研究更多地使用了极大似然方法，

虽然第一篇使用极大似然方法的是 Rao(1948)用

Fisher 得分方法研究两重等方差正态混合模型的参数

估计。随着高速计算机的发展以及迅速普及，混合模

型的研究大量运用极大似然方法，尤其是 EM 算法的

出现真正促使极大似然方法更广泛地应用于混合模

型。Dempster(1977)为 EM 算法建立了一个一般的理

论，从而解决了应用极大似然方法在混合模型计算上

的障碍。混合模型的前期理论研究成果可从文献[2-6]

中找到。 

混合模型研究已经成为统计中的一个热点。主要

有两方面的原因：一是由于从数学上看，混合模型有

许多新的性质，从而带来了新的理论问题；二是在众

多应用问题中，混合模型提供了一种方便灵活的统计

建模方法，成为应用研究者建模时一种方便的选择，

具体地说混合模型比单一模型能更好地拟合现实数

据，再者，正如 Pearson(1894)所遇到的问题那样，现

实大量问题本身就是一个有明确物理意义的混合模

型，这样混合模型中各参数都有明确的物理意义，这

时混合模型便是最自然的选择。在实际中，混合模型

有其物理背景。譬如，某些产品有缺陷，那就容易引起

早期失效，而没有缺陷的产品是逐渐地走向失效。有

关混合模型的理论和实际应用已有大量文献做了研

究。 

指数分布的混合模型的研究见 Mendenhall 和

Hader(1958)即文献[7]，Tallis 和 Light(1968)即文献[8]。

威布尔分布的混合模型的研究见 Kao(1959)即文献

[9]、Falls(1970)即文献[10]。伽玛分布的混合模型的研

究见 Dickinson(1974)即文献[11]，蒋仁言和左明健在

文献[12,13]较为系统地总结了威布尔混合模型的应用

实例，其应用包括：电子管、大气数据、电器设备、老

化数据、互补型金属氧化物半导体试验、作物产量估

计、仪器仪表、机械零件、品面型二氧化硅击穿数据、

筛选等等。Cohen 在文献[14]所研究过的混合正态分
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布可应用于各种风速和大量生产的器件的物理尺寸

的研究。Kao 在文献[9]所研究过的混合威布尔分布在

可靠性研究中是有用的，特别在那些涉及电子管的可

靠性问题的研究。金国騿、胡文忠在文献[15]中研究

了风速频率分布的混合模型——指数分布和威布尔分

布的混合，即在零风速和低风速时指数分布起主要作

用；在中风速段和高风速段威布尔分布应起主要作

用。文献[16]研究了混合指数分布的参数估计问题。文

献[17]给出了一个双胞胎数据的有限混合模型。文献

[18]给出了有限泊松混合的稳健统计推断。 

2. 两重两参数威布尔分布混合模型的 
参数的逆矩估计 

设 1 2 n, , ,X X X

 n

是来自总体 X 的样本容量为 n 的

一个简单随机样本，   1 2X X X  


为其次序统

计量。总体 X 的分布函数为 F x ，密度函数为  f x

   1 21

，

其中 

   F x pF x  p F x



, 

      1 21f x pf x  p f x 0 1p ,  

而  iF x ，f x 分别为两参数威布尔分布的分

布函数及密度函数，即 

  , 1, 2i i 
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其中 m 称为形状参数， 

1

称为刻度参数。在

此假定 2 

, n

。 

上述即为两重两参数威布尔混合模型。所谓混合

威布尔分布表示一个总体由几个威布尔子总体组成。

早在 30 多年前，人们就认识到以混合威布尔分布作为

具有一个以上失效起因的单元的寿命模型是合适的。

蒋仁言在文献[12]、蒋仁言和左明健在文献[13]中采用

WPP 图较为详细地研究了二重、三重两参数威布尔混

合模型的点估计。 

在两重两参数威布尔混合模型中，可以认为 

1 2, ,X X  X 中有  np 个是来自总体分布函数  1F x

的一个样本，有 n np 个是来自总体分布函数  2F x

的一个样本。于是只要能估计出 p，其它参数的估计

就很容易得到。 

首先，假定 p 的估计，取 ˆ , 2,3, , 2
j

p j n
n

  

     1 2

作 

为参数 p 的估计，于是，X jX X   为来自

总体分布函数为  1F x

     1 2

的容量为 j 的前 j 个次序统计

量，而 X j j nX X    为来自总体分布函数

为  2 x j的容量为 nF  的前 n 次序统计量。为保

证估计尽量地精确，采用王炳兴在文献[19]提出的逆

矩估计的思想可得参数 1m

j 个

1, ； 2,2m  的

 1̂,

逆矩估计，其

依赖于 j，记逆矩估计为  1
ˆ ；    ˆ,2 2

ˆ
j jm  j jm  。

 1
ˆ

 

其中， jm 为如下方程的根(方程有唯一正根)： 
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注：文献[19]指出当 j 较小时，求解m 的估计可用上

述方程。事实上，文献[20]通过大量的 Monte-Carlo 模

拟说明当 j 较大时也是合适的。 
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特别地，若假定  ，并同设为 m，则参数 m 的

逆矩估计 为如下方程的根： m̂
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3. 两重两参数威布尔分布混合模型的 
参数估计的优选准则 

余下的问题是如何选择 j， j ，下面

给出一个优选准则，称为极大似然准则。 

2,3, , 2n 

ˆ
优选准则(极大似然准则)：设似然函数为 L，其

为参数的函数，而 L 的依赖于 j 的估计记为 jL

0 2 2
max

，选择 
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j j
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注：通过大量模拟发现，在使用极大似然准则时，为

保证估计的精确性，在 n 很大时，通常 j 的取值不应

太小或太大。另外，应根据参数的估计值作适当甄别，

例如形状参数过大等等。 

于是，可得参数  

1 1ˆ, ,p m

的点估计 
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若给定置信水平1  ，则可得参数 的置信
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若有 ，可得参数 m 的置信区间分别

为：      0 01 2
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4. 老鼠受辐射的生存时间的实例分析 

首先检验表 1 和表 2 的两组数据都服从两参数威

布尔分布。检验方法采用：范蒙特福特(Van-Montfort)

检验统计量。具体步骤表述如下： 

设生存时间 X 的分布函数为 F x 1 2, , , n，X X X

     1 2 n

为来自总体 X 的容量为 n 的一个简单随机样本，而

X X X  

0

为来自总体 X 的容量为 n 的前 n

个次序统计量。要检验假设 H ： 

  1 exp
m

x
F x



       
   

0m  0

 

其中 为形状参数， 
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  为标准极小值总体容量为 n 的次序统

计量的数学期望，其值可查阅文献[21]。 

构造范蒙特福特(Van-Montfort)检验统计量： 
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  2 1 ,2H 成立时，W 渐近地服从 F当 n r r  。

于是给定置信水平1  ，当 

     1 2 22 1 ,2 2 1 , 2F n r r W F n r r       

0

时，

接受 H ，即认为 1 2, , , nX X X 为

22n

来自两参数威布尔分

布总体。 

1) 针对第一组胸腺淋巴瘤的 22 个数据： 
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  1 2 0.9752 1 ,2F n r r F     20, 22 0.4109  

  2 0.0252 1 ,2 20,F n r r F     22 2.3890  

由于 

     2 1 , 21 2 22 1 ,2F n r r W F      n r r 

0

 

所以接受 H ，即认为第一组胸腺淋巴瘤的 22 个数据

来自两参数威布尔分布总体。 

2) 针对第二组网状细胞肉瘤的 38 个数据： 

38n  , 19
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n
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1 1.0372
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,    

   1 2 0.9752 1 , ,38 0.5181F n r    2 36r F  

    2 0.0252 1 ,2 36,38 1.9190F n r r F      

由于 

     1 2 22 1 ,2 2 1 , 2F n r r W F n r r         

所以接受 0H ，即认为第二组网状细胞肉瘤的 38 个数

据来自两参数威布尔分布总体。 

因此，由胸腺淋巴瘤引起的存活数据和由网状细

胞肉瘤引起的存活时间都可认为服从两参数威布尔

分布。那么受辐射老鼠的存活时间可用两重两参数威

布尔分布混合模型来拟合。 

由于胸腺淋巴瘤引起的生存时间共 22 个数据，

网状细胞肉瘤引起的生存时间共有 38 个数据，所以 

参数 p 的真值为
22

0.3667
22

p  

1 1,

38
。 

若采用胸腺淋巴瘤这 22 个数据可得参数m  的

逆矩估计为： ，1 8 1̂ 2ˆ 3.474m  311.018 

m

；若采用网

状细胞肉瘤这 38 个数据可得参数 2 2, 的逆矩估计

为： ，2ˆ 7.4442m  2ˆ 645.8610  。 

若给定置信水平1 0.95  ，此时， 

 0.975 42 25  2 2
0.025.99866, 42 61.77676  

  99.67835 

, 

 2 2
0.975 0.02574 52.10283, 74  , 

则可得参数 的置信区间为：1m  2.8557,5.5116

2

；参数

的置信区间为： m 6.4330,10.9231 。 

由文献[1]中得到的参数估计如下(称为E-J方法)： 

ˆ 0.5p  ，m1ˆ 5.0 ， 1̂ 301.2  ；m ，ˆ2ˆ 11.6 2 672.7   

若给定置信水平1 0.95 ，此时， 

   2 2
0.975 0.02558 38.84351, 58 80.93559  

1m 

, 

则可得参数 的置信区间为： 2.2129,3.8913

2

，从中

可以看到区间估计没有包含其点估计，在此可以认为

E-J 方法得到的参数估计精度较差；参数m 的置信区

间为：  9.2455,16.2217

24j

。 

在形状参数不等的假定下，利用本文方法可解

得：当  时， 最大，此时， ， 24L̂ 1ˆ 3.7305m 

1̂ 311.2029 2ˆ 657.10542ˆ 9.5753m  ；  ；  ， 
24

ˆ 0.4
60

p  

0.95

。 

若给定置信水平1  ，此时， 

   2 2
0.975 0.02546 29.16005, 46 66.61653   , 

   2 2
0.975 0.02570 48.75756, 70 95.02318  

1m

, 

则可得参数 的置信区间为： 2.7085,5.1238

2m

；参数

的置信区间为：  7.3338,12.4593

ˆ 0.31p

。 

文献[12]假定形状参数相等，并认为是恰当的，

用 WPP 图方法得到的参数 p 的估计更接近于真值，

参数估计如下：  ，m ，ˆ 7.6 1̂ 250 

2ˆ 650

， 

 。 
若给定置信水平1 0.95 ，此时， 

   2 2
0.975 0.025116 88.0848, 116 147.699   , 

则可得参数 m 的置信区间为：  5.0106,7.5743

17j

，从中

可以看到区间估计没有包含其点估计，在此可以认为

假定形状参数相等不一定是不合适的。 

在形状参数相等的假定下，利用本文方法可解

得：当  时， L 最大，此时， ， 17
ˆ ˆ 6.1428m 

1̂ 257.3367 2ˆ 628.8087  ，  ，
17

ˆ 0.2833
60

p  

0.95

。 

若给定置信水平1  ，此时， 

   2 2
0.975 0.025116 88.0848, 116 147.699   ， 

则可得参数 m 的置信区间为：  4.9630,7.5913

法得到的 p 的估计值为 0.4，与真值的误差为 0.0333； 

，从中

可以看到区间估计包含其点估计。 

评述：1) 若在形状参数不等的假定下，由本文方
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两重两参数威布尔分布混合模型的拟合 

Copyright © 2012 Hanspub 25 

值的误


 

 

3.8913 ,

30,10.9231 ,

,16.2217 ;

 

用本文方法得到的 

 
 
 

085,5.1238 ,

.5116 ,

.1238

 

 
 
 

338,12.4593 ,

10.9231 ,

.4593

 

由此可以看出本文的方法更合适。 

WPP 图方法得到

的 p

法得到的 
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