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Abstract 
Aiming at the problem of how to select two parameter values, the number of nearest neighbor 
points k  and the output dimension d , locally linear embedding (LLE) algorithm is improved. 
Firstly, we describe dimensionality reduction and why reduce dimension of high-dimensional data. 
Secondly, we discuss the basic idea and computational procedure of the LLE algorithm. Finally, the 
problems existing in the LLE algorithm are analyzed. 
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摘  要 

本文针对locally linear embedding (LLE)算法中的两个参数：近邻点的个数 k 和降维后输出的维数 d 如

何选取的问题，对LLE算法进行了改进。首先对降维的相关知识进行了描述，并具体介绍了对高维数据

进行降维的目的。其次，讨论了LLE算法的基本思想和计算步骤。最后，针对LLE算法中存在的问题进行

了分析。 
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1. 研究背景 

1.1. 问题的提出 

为了提高统计模式识别的正确识别率，人们通常需要采集数量巨大的数据特征，使得原始空间或输

入空间的维数可能高达几千维或者上万维。如果在输入空间上直接进行分类器训练，那么就很可能会带

来如下两个问题[1]： 
1) 很多在低维空间具有良好性能的分类算法在计算上变得不可行； 
2) 在训练样本容量一定的前提下，特征维数的增加将使得样本统计特性的估计变得更加困难，从而

降低分类器的推广能力或泛化能力，呈现所谓的“过学习”或“过训练”的现象。 
要避免出现“过学习”的情况，用于统计分类器训练的训练样本个数必须随着维数的增长而呈指数

增长，从而造成人们所说的“维数灾难”，即在给定精度下，准确地对某些变量的函数进行估计，所需

样本量会随着样本维数的增加而呈指数形式增长。 
为了解决“维数灾难”的问题，且在涉及的维数较少的情况下得到原始高维空间或输入空间较多的

信息。这个时候，人们就希望通过降维算法从高维数据中提取有效的、紧致的描述，即在保持数据信息

损失最小的情况下，寻找原始高维空间中数据的内在规律与本质特征，减少冗余信息所带来的误差，提

高问题解决的效率和精度。 

1.2. 降维的含义与目的 

所谓的降维就是指采用某种映射方法[2]，将原高维空间中的数据点映射到低维的空间中，从而找到

隐藏在高位观测数据中有意义的低维结构。降维的本质是学习一个映射函数 :f x y→ ，其中 x 是原始高

维空间中数据点的表达，目前最多使用向量表达形式。 y 是数据点映射后的低维向量表达，通常 y 的维

度小于 x 的维度。 f 可能是显式的或隐式的、线性的或非线性的。 
对原始空间或输入空间的高维数据降维的目的主要有以下四个方面： 
1) 压缩数据到低维空间，可以解决“维数灾难”的问题，降低存储要求，并简化计算复杂度。 
2) 在剔除冗余信息的同时，也降低了噪声对原始数据的影响。 
3) 从非结构化数据集中提取出某种结构化成分，有利于寻找原始高维空间中数据的内在规律与本质

特征，以便更好地认识和理解数据。 
4) 把数据投影到低维空间，特别是人眼可观测的二维空间或三维空间，可以实现高维数据可视化。 

2. LLE 算法介绍 

流形学习的目的[3]，就是找出原始高维空间中数据样本点隐藏在高维空间中的低维结构。针对高维

空间中的非线性流行，2000 年，Roweis 和 Saul 在 Science 上提出了一种非线性降维方法——LLE 算法[4]。 
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2.1. LLE 算法的基本思想 

LLE 是一种无监督的降维方法。其核心主要是将流形上的近邻点映射到低维空间的近邻点，保存原

流行中的局部几何特性，以达到高维数据映射到低维全局坐标系中的目的。该算法的前提假设是采样数

据所在的低维流形在局部是线性的，即每个采样点可以用它的近邻点线性表出。 
LLE 算法基于用局部的线性来逼近全局的非线性，通过保持高维数据与低维数据间的局部领域几何

结构不变的几何思想，使在高维空间中相邻或相关的两个点映射到低维空间中也同样相邻或相关。LLE
算法是依赖于局部线性的的算法。它认为在局部意义下，数据的结构是线性的，或者说，局部意义下的

点在一个超平面上。再通过互相重叠的局部邻域来提供整体的信息，从而保证整体的几何性质，得到一

个全局的坐标系统。 
如图 1 所示，LLE 算法能成功地将三维非线性数据映射到二维空间中[5]。(A)中不同的颜色分别代表

原始三维空间中流行的不同结构；(B)是通过随机采样从原始三维空间(A)中提取的数据样本点；通过 LLE
算法降维后，我们看到原始三维空间的数据样本点(B)映射到了二维空间中；通过观察(C)，我们知道，通

过 LLE 算法降维后的数据样本点在二维空间中仍能保持相对独立的状态，即红色的点互相接近，黄色的

点互相接近，蓝色的也互相接近。这说明在将原始高维空间中的数据样本点映射到低维全局坐标系的过

程中，LLE 算法确实能有效地保持原有数据的邻域特性和流形结构。而线性方法，如 PCA 和 MDS，都

不能与 LLE 算法相比拟。 
当原始高维空间中的数据分布在缺少北极面的球形面时，如最后一行图所示，在保持原有数据流行

的局部领域几何结构不变的意义下，应用 LLE 算法仍能很好地将其映射到二维空间中。但是，在有些情

况下 LLE 算法也并不适用，即如果原始高维空间中的数据分布在整个封闭的球面上，LLE 算法则不能通

过降维将它映射到二维空间，且不能保持原有的数据流形。所以在我们应用 LLE 算法处理原始高维空间

中的数据的时候，首先要假设原始高维空间中的数据不是分布在闭合的球面或者椭球面上。 
 

 
Figure 1. Reduced-Dimension Map: map three-dimensional data into a two- 
dimensional system by LLE 
图 1. LLE 算法将三维非线性数据映射到二维空间的降维图 

(A) (B) (C)
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2.2. LLE 算法的计算步骤 

设给定数据集合 { }1 2, , , NX x x x=  采样于某个潜在的光滑的流行，且这些数据包含 N 个实值向量，

向量的维数为 D 。采样的数据点要求足够多，每个采样数据点及其近邻点都落在该潜在流行的一个局部

线性块上或该块附近。从而采样数据点所在的低维流形在局部是线性的，每个采样点都可以用它的近邻

点线性表出。进一步我们就可以得到数据样本点的局部重建权值矩阵W 。由于 LLE 算法是基于通过保持

高维数据与低维数据间的局部领域几何结构不变的几何思想，用局部的线性来逼近全局的非线性。而局

部重建权值矩阵W 又代表着局部信息，可以用于刻画流行的局部几何性质，因而保持W 固定不变，在使

得重构的误差最小的条件下，优化输出原始高维空间中所有的数据样本点 { }1 2, , , D
NX x x x R= ∈ 映射嵌

入到低维空间中的数据 { }1 2, , , d
NY y y y R= ∈ 。 

1) 对于高维空间的每个样本点  1, 2,ix i N=  ，计算和其他 1N − 个样本点之间的距离。根据距离的

远近，找出与 ix 最近的 k 个点作为其近邻点( k 是一个预先给定值)。 

距离公式通常采用

1
pp

ij ik jk
k

d x x = − 
 
∑ 来表示。当 2p = 时表示欧氏距离；当 2p = 时表示 

City Block− 距离；当 p = ∞时表示 Doninance 距离。原始 LLE 算法是采用欧式距离来确定每个数据点的

k 个近邻点。 
2) 由每个样本点  1, 2,ix i N=  的 k 个近邻点计算出该样本点的局部重建权值矩阵W ： 

( )
2

1 1
arg min

N k

i ij ij
i j

W W x w xε
= =

= = −∑ ∑  

其中， ijx 表示第 i 样本点个 ix 的 k 个近邻点。 ijw 表示第 j 个近邻点对第 i 样本点 ix 的权值(即贡献)，且满 

足条件：
1

1
k

ij
j

w
=

=∑ 。 

3) 将原始高维空间中的所有数据样本点映射嵌入到低维空间中，映射嵌入满足如下条件： 

( )
2

1 1
min

N k

i ij ij
i j

Y y w y
= =

Φ = −∑ ∑  

其中， ( )YΦ 为损失函数。此时固定局部重建权值矩阵W ，优化输出向量Y 。且向量Y 应满足以下两个

条件：
1

0
N

i
i

y
=

=∑ 和 T

1

1 N

i i
i

y y I
N =

=∑ 。 

根据高维空间中的样本点 { }1 2, , , D
NX x x x R= ∈ 和它的近邻点 ijx 之间的权重 ijw 来计算映射嵌入到

低维空间中的数据 { }1 2, , , d
NY y y y R= ∈ 。由于 LLE 算法要求映射嵌入低维空间中的数据尽量保持高维

空间中的局部线性结构。而局部重建权值矩阵W 又代表着局部信息，因而在将原始高维空间中的所有数

据样本点映射嵌入到低维空间中的过程中，要保持局部重建权值矩阵W 固定不变。另外，为了让重构的

误差最小，局部重建权值矩阵W 必须服从一种重要的对称性。即对所有特定样本点来说，他们与自己的

近邻点之间经过旋转、重新排列、转换等各种变换后，彼此之间的拓扑结构必须保持不变，已达到让局

部重建权值矩阵W 准确描述每个近邻的基本几何特性的要求。所以可以认为，应用 LLE 算法映射嵌入后

的低维流形上的局部拓扑结构，和原始高维空间内的数据的局部几何特性是完全等效的(图 2)。 

3. LLE 算法改进 

3.1. LLE 算法的问题分析 

通过介绍 LLE 算法，我们了解到，在 LLE 算法中有两个参数需要设置[6]。其一是 LLE 算法的第一 
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Figure 2. Flowchart: calculation steps of LLE algorithm 
图 2. LLE 算法的计算步骤图 

 
步中近邻点的个数 k ；其二是降维后输出的维数 d ，即对观测数据集进行建模所需的最少独立变量的个

数，通常称之为最优嵌入维数，也称为本征维数。 
(一) 我们先来分析 LLE 算法中的第一个参数，即原始高维空间中的数据样本点  1, 2,ix i N=  的 k 个

近邻点个数的有关问题。 
在使用 LLE 对数据进行处理的过程中，我们发现，近邻点个数 k 的取值对实验结果的影响是比较大

的，在大部分情况下是根据经验选择的一个活动性很大的值，需要尝试且不方便控制。 
1) k 的取值[7]过大就可能会影响整个流行的平滑性，就不能体现其局部特性，这样会导致 LLE 算

法趋向于 PCA 算法，甚至丢失流行的一些小规模的结构。而 k 的取值过小，LLE 就很难保证样本点在低

维空间的拓扑结构，则又可能会把连续的流行脱节的子流行。 
2) 如果对所有样本集区域内的样本点选取相同个数的近邻点，对于所含结构信息很重要的样本集区

域，也许就会丢失很多我们所需要和寻找的内容，相反，对于所含结构信息不重要的样本集区域，就会

额外加大许多不必要的计算量，浪费了计算机的效率和时间，甚至可能会因为多选取了一些错误的近邻

点，破坏了其真实的局部结构特征，使最后的低维流行与实际不符，从而误导我们的分析，也就是所谓

的噪声干扰和冗余数据的影响。 
3) 对于弯曲弧度非常大的不光滑流行，基本 LLE 算法所采用的一致的值也会使高维数据流行在低维

空间映射的结果与数据集本身的实际不符。 
另外，LLE 算法假设原始高维空间中的数据样本点在流行上的分布是比较均匀的，即数据样本点是

均匀采样于原始高维空间的。但通常情况下，这种理想状态的假设是不满足的，我们很难做到数据样本

点均匀采样于原始高维空间，特别是对于那些分布不均匀的数据样本点来说[8]。k 的取值对 LLE 算法结

果的影响就更为明显了，因为与样本分布稀疏的那部分区域相比，由 k 个近邻点所组成的局部邻域显然

要比，在样本分布比较密集的那部分区域内，由 k 个近邻点所组成的局部邻域要大得多。而且就不同样
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本点  1, 2,ix i N=  的 k 个近邻点所组成的不同的局部邻域而言，样本分布的密集稀疏程度对所提供信息

的重要程度也存在明显差异[9]。 
(二) 我们再来分析 LLE 算法中的第二个参数，即降维后输出的维数 d 的有关问题。 
在应用 LLE 算法将原始高维空间中的所有数据样本点映射嵌入到低维空间后，映射嵌入后输出的维

数 d 的取值也是一个重要因素[10]，它决定了应用 LLE 算法映射嵌入后的低维流形上的局部拓扑结构能

否充分描述原始高维空间内的数据的局部几何特征。即在保持原始高维空间中的数据信息损失最小的情

况下，寻找原始高维空间中数据的内在规律与本质特征，进而寻求一个降维后输出的最低维数 d 对原始

高维空间中的数据进行合理的、有效的低维可视表示。最低维数 d 的取值过大将会使降维结果中含有过

多的噪声， d 的取值过小，致使本来不同的点在低维空间可能会彼此交叠。维数 d 的取值是一个需要为

们去估计的未知量，准确地估计出高维数据的本征维数，对接下来的一系列降维处理问题都有着重要的

指导意义。 

3.2. LLE 算法的改进 

(一) 近邻点个数 k 值的选择 
LLE 算法基于用局部的线性来逼近全局的非线性，通过保持高维数据与低维数据间的局部领域几何

结构不变的几何思想，使在高维空间中相邻或相关的两个点映射到低维空间中也同样相邻或相关。我们

知道，相关系数是用以反映两变量之间相关关系密切程度的统计指标。针对问题(一)，本文选择相关系数

的绝对值作为高维空间的每个样本点  1, 2,ix i N=  选择其 k 个近邻点的衡量标准， 
给定两个变量 ( )1 2, , , nx x x x=   ( )1 2, , , ny y y y=  ，则两变量 x 和 y 的相关系数的定义如下： 

( ) ( )

( ) ( )
1

2 2

1 1

n

i i
i

xy n n

i i
i i

x x y y
r

x x y y

=

= =

− −
=

− −

∑

∑ ∑
 

xyr 的取值在 0 和 1 之间， xyr 取值越大，说明两变量之间相关关系密切程度也就越高， xyr 取值越

小，说明两变量之间相关关系密切程度也就越低。我们知道当 0.3xyr < 时，表示变量 x 与变量 y 不相关；

当 0.3 0.5xyr≤ < 时，表示变量 x 与变量 y 低度相关；当 0.5 0.8xyr≤ < 时，表示变量 x 与变量 y 中度相关；

当 0.8xyr ≥ 时，表示变量 x 与变量 y 呈现高度相关的关系。 

设给定原始高维空间中所有的数据样本点 DX R∈ 包含 N 个实值向量。首先根据公式 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1

2 2

1 1

i j

D
m m

i i j j
m

x x D D
m m

i i j j
m m

x x x x
r

x x x x

=

= =

− −
=

− −

∑

∑ ∑
 

计算样本点 ( ) ( ) ( )( )1 2, , , D
i i i ix x x x=  与样本点 ( ) ( ) ( )( )1 2, , , D

j j j jx x x x=  的相关系数的绝对值大小。依据上

述
i jx xr 的取值大小对两变量之间相关关系密切程度高低的描述，我们可以认为当 0.5

i jx xr ≥ 时，样本点 jx

是样本点 ix 的近邻点，即样本点 ix 可由样本点 jx 重构。选取这样的近邻点才能够使得在高维空间中的重

构误差 ( )wε 较小。 

对于高维空间中的样本点 ix ，我们已经知道，当 0.5
i jx xr ≥ 时，样本点 jx 是样本点 ix 的近邻点。前 
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文我们已经提到，在通常情况下很难做到数据样本点均匀采样于原始高维空间。从而我们不妨假设，在

样本点 ix 领域内一共有  1, 2, ,ik i N=  个样本点 jx 是其近邻点，进一步有： 

在样本点 1x 邻域内有 1k 个样本点 jx 使得
1

0.5
jx xr ≥  

在样本点 2x 邻域内有 2k 个样本点 jx 使得
2

0.5
jx xr ≥  

… 

在样本点 Nx 邻域内有 Nk 个样本点 jx 使得 0.5
N jx xr ≥  

转化为数学表达式为： 

1

1 1

2

2 2

1 11 11 12 12 1 1 1 1
1

2 21 21 22 22 2 2 2 2
1

1 1 2 2
1

                              
N

N N

k

k k j j
j

k

k k j j
j

k

N N N N N Nk Nk Nj Nj
j

x w x w x w x w x

x w x w x w x w x

x w x w x w x w x

=

=

=

= + + + =

= + + + =

= + + + =

∑

∑

∑









 

即
1

Ik

i ij ij
j

x w x
=

= ∑ 。 

下面运用最下二乘法使得 ( )
2

1 1
min

ikN

i ij ij
i j

W x w xε
= =

= −∑ ∑ ，计算出局部重建权值矩阵 ijw 。我们不妨以

1

1 11 11 11 12 12 1 1 1 1
1

k

k k j j
j

x w x w x w x w x
=

= + + + = ∑ 为例，将方程写成矩阵的形式： 

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

1
1

1 1 11 11 12 1 111
2 2 22

1211 12 11

11 11 12 1

k

k

D D D D k
k

x x x wx
wx x xx

wx x x x

            =                  







  



 

我们令

( )

( )

( )

1
1
2

1
1

1
D

x

xX

x

 
 
 

=  
 
 
 



；

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

1

1 1 1
11 12 1

2 2 2
11 12 1

1

11 12 1

k

k

D D D
k

x x x

x x x
Z

x x x

 
 
 

=  
 
 
  





  



；

1

11

11
1

1k

w
w

W

w

 
 
 =  
 
  



。从而 1 1 1X Z W= 。于是根据最小二乘法

可计算出： 

( )
1

11

1 12T T
1 1 1 1 1

1

ˆ
ˆˆ

ˆ k

w
w

W Z Z Z X

w

−

 
 
 = =  
 
  



 

同理，我们可以得到 ( ) ( )T1T T
1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,  1, 2, ,
ii i i i i i i ikW Z Z Z X w w w i N

−
= = =  。 

又因为对于高维空间的每个样本点的 { }1 2, , Nk k k k∈  个近邻点，其局部重建权值矩阵 ijw 满足条件：
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1
1

k

ij
j

w
=

=∑ ，从而对 ˆ
iW 进行单位化处理，为了表达简便，我们记 

T

1 2
ˆˆ ˆˆ , , ,  1, 2, ,

ˆ ˆ ˆ
iiki i

i
i i i

ww wW i N
w w w

 
= =  
 

   

从而 ( ) ( )
2

1 2
11

ˆ ˆ ˆ, , , arg min
iN k

N i ij ij
ji

W W W W W x w xε
==

= = = − ∑∑ 即为所求。 

(二) 降维后输出的维数 d 的估计 
本文的估计算法是在极大似然估计方法的基础上实现的。通过对映射嵌入后的低维空间的 N 个局部

邻域分别运用极大似然估计方法[11]，得到 N 个局部本征维数的估计值 ( ) { }1 2
ˆ  , , ,k Nd y k k k k∈  。然后再

对 ( )ˆ
kd y 进行加权平均，最后得到整个映射嵌入后的低维空间的维数 d 的极大似然估计值 d̂ 。具体算法

如下： 
假设高维空间的数据集合 { }1 2, , , D

NX x x x R= ∈ ，通过 LLE 算法，在低维空间中表示为数据集合

{ }1 2, , , d
NY y y y R= ∈ ，即数据集合 { }1 2, , , d

NY y y y R= ∈ 是来自高维空间的数据集合 

{ }1 2, , , D
NX x x x R= ∈ 的嵌入结果，且维数 d D 。 

极大似然估计的基本思想是[12]，对于映射嵌入后的低维空间中给定的一个点 { }1 2, , Ny y y y∈  ，我

们构造以 y 为中心， r 为半径的球面 ( )yS t ，这样的球面共有 N 个。当球面 ( )yS t 的半径 r 足够小时，可

认为球面 ( )yS t 的密度 ( )f y ≈常数。假设观测样本 { }1 2, , , d
NY y y y R= ∈ 呈齐次的泊松分布，考察非平

稳过程 ( ){ }, , 0N t y t r≤ ≤ ，显然 ( ) ( ){ }
1

,
N

y
i

N t y I y S t
=

= ∈∑ 表示数据样本点{ }1 2, , Ny y y 落入以 y 为中心，

r 为半径的球面 ( )yS t 中的样本点个数。固定 N ， ( ) ( ){ }
1

,
N

y
i

N t y I y S t
=

= ∈∑ 是一个二项随机过程，下面我

们用平稳的泊松过程来逼近这一过程。 
对于映射嵌入后的低维空间中给定的一个点 { }1 2, , Ny y y y∈  ，记 ( ) { }1 2 , , ,k NT y k k k k∈  为

{ }1 2, , Ny y y y∈  的第 k 个近邻点(从近到远)到 { }1 2, , Ny y y y∈  的距离，则有： 

( ) ( ) ( ) d
k

k f y V d T y
N
≈     

其中 ( ) ( ) 12π 2 1dV d d
−

= Γ +   表示 d 维单位球体 ( )yS t 的体积。则对于固定的 t ，可以得到该泊松过程的

参数： 

( ) ( ) ( ) 1tt f y V d dtλ −= . 

如果不再考虑 ( ) ( ){ }
1

,
N

y
i

N t y I y S t
=

= ∈∑ 对 { }1 2, , Ny y y y∈  的依赖，则 ( )tλ 是 ( )N t 相对于 t 的变化

率。进一步，令 ( )log f yθ = ，我们可以对该泊松过程[13]建立对数似然函数： 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

, log d d
r r

L d t N t t tθ λ λ= −∫ ∫ . 

则 ( ),L d θ 它满足以下似然方程： 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

d d 0
r r dL N t t t N r e V d Rθλ

θ
∂

= − = − =
∂ ∫ ∫  
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( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )0

1 log d log 0
r dV d V dL N r t N t e V d r r

d d V d V d
θ′ ′   ∂

= + + − + =      ∂    
∫  

将上述两个方程联立，求解得[14]： 

( ) ( ) ( )
( ) 1

,

1

1ˆ log
,

N r y

r
j j

rd y
N r y T y

−

=

 
=  
  

∑  

而在实际的计算中，我们都是通过近邻点的个数 { }1 2, , Nk k k k∈  取得邻域，这要比取以 y 为中心，r
为半径的球形 ( )yS t 邻域方便的多[15]，从而进一步有： 

( ) ( )
( )

1
1

1

1ˆ log
1

k
k

k
j j

T y
d y

k T y

−
−

=

 
=  

−  
∑  

对于我们取定的近邻点的个数 { }1 2, , Nk k k k∈  ，将上式中的 y 遍历 1 2, , Ny y y ，便可以得到映射嵌

入后的低维空间的 N 个局部邻域的本征维数[16]的估计值 ( )ˆ
kd y 。在此基础上，我们以每个局部邻域中近 

邻点的个数 { }1 2, , Nk k k k∈  所占整个映射嵌入后的低维空间中的采样点个数 N 的百分比  1, 2, ,ik i N
N

=   

为权重，对映射嵌入后的低维空间的 N 个局部本征维数的估计值进行加权平均，即得到整个映射嵌入后

的低维空间的全局本征维数的估计值： 

( )
1

ˆ ˆ
i

N
i

k i
i

kd d y
N=

= ∑  
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