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Abstract 
The method based on modeling the variance is one of the most commonly used methods to deal 
with heteroscedasticity. In this paper, we propose a variable selection procedure based on the 
smooth threshold estimating equations for joint mean and variance models. The proposed varia-
ble selection method can select variables and estimate coefficients simultaneously, and does not 
need to solve convex optimization problem so as to largely reduce computation quantity in prac-
tice. Finally, we make some simulations to show that the proposed procedure works satisfactorily. 
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摘  要 

对方差建立回归模型分析是处理异方差问题中最常用的方法之一。本文基于均值方差联合模型，结合光

滑阈估计方程(Smooth Threshold Estimating Equation，简记SEE)方法研究该模型的变量选择方法。该

变量选择方法可以同时进行参数估计和变量选择，并且不需要解任何凸优化问题，因此实际应用中将大

大减少计算量。最后, 通过随机模拟实验验证了所提出方法的有效性与可行性。 
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1. 引言 

目前由于大部分学者已经意识到了解回归模型中方差的来源以及对方差进行调控的重要性，因此，

对方差建立回归模型，即基于均值方差联合模型进行统计推断是处理异方差问题最常用的方法之一。到

目前为止，很多作者已经深入讨论了异方差情况下均值方差联合模型的估计、检验和变量选择等统计推

断问题。Aitkin [1]给出了联合均值与方差模型的极大似然估计结果；Verbyla [2]在提出联合模型限制极大

似然估计的同时，更进一步的讨论了该模型的异常值诊断问题；Taylor 和 Verbyla [3]则研究了利用 t 分布

的联合位置与尺度来解决含异常值的联合模型检验问题；吴刘仓等[4]则在 Box-Cox 变换下得出了联合均

值与方差模型的参数估计结果。其中关于均值方差联合模型的变量选择的成果有，吴刘仓等[5]曾运用

SCAD、LASSO 等惩罚函数，考虑通过对似然函数进行惩罚以解决该联合模型的变量选择问题，并且证

明了该变量选择方法具有相合性和 Oracle 性质。然而该方法须涉及凸优化问题，且必须在人为地设定一

个门限值后才可利用局部二次逼近给出的迭代式得到回归结果，否则就达不到变量选择的目的。由此可

见，该变量选择方法的实用性和可操作性并不强。 
因此，为解决以上变量选择方法所存在的不足，本文利用 Ueki [6]的基本思想，提出基于光滑阈估计

方程的均值与方差联合模型的变量选择新方法，并称之为 SEE 变量选择方法。该变量选择方法不仅不涉

及任何凸优化问题，且可将模型中不重要变量的回归系数以较快速度向零压缩，并最终将其从模型中剔

除。随机模拟结果表明该变量选择方法正确有效，且效果及可操作性均较之前方法有明显的改善。 
本文的组织结构安排如下：在第 2 节中，我们首先介绍了均值方差联合模型，并在此基础上提出了

该模型基于光滑阈估计方程的变量选择方法以及与此相关的参数调整方法。第 3 节给出了利用基于局部

二次逼近的 Gauss-Newton 迭代算法来求解光滑阈估计方程的具体步骤。第 4 节考虑通过模拟研究来验证

本文所提出的变量选择方法的可行性。最后在第 5 节中将给出最终的总结。 

2. 基于光滑阈估计方程的变量选择 

2.1. 均值方差联合模型 

考虑如下正态分布下均值方差联合模型： 
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其中 ( )T
1 2, , ,i i i ipx x x x=  和 ( )T

1 2, , ,i i i iqh h h h=  分别为均值模型及方差模型中的解释变量(由于可能存在
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同时影响均值及方差的变量，因此对于 ix 和 ih 而言可完全相同、部分相同或完全不相同 )，

( )T
1 2, , , pβ β β β=  和 ( )T

1 2, , , qγ γ γ γ=  是对应的均值模型及方差模型中的未知参数向量， 

( )T
1 2, , , ny y y y=  则是模型的被解释变量。另外，令 ( )T

1 2, , , nX x x x=  和 ( )T
1 2, , , nH h h h=  为解释变量

矩阵。 

2.2. 光滑阈估计方程 

根据模型(1)，同时在略去与参数无关的常数项后，我们最终可将均值方差联合模型的对数似然函数

写为： 
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则该均值方差联合模型的估计方程为： 
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据此，我们便可基于 Ueki [6]的思想，改写该模型的估计方程(3)，并定义如下均值方差联合模型的

光滑阈估计方程： 
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其中， ( )1 11 12 1diag , , , pδ δ δ∆ =  和 ( )2 21 22 2diag , , , qδ δ δ∆ =  分别为 p p× 和 q q× 的对角阵； 1I 和 2I 则分别

为 p 阶和 q 阶单位阵。 
在这里，考虑到求解(4)式时须对参数 ( )1 1, 2,i i pδ =  和 ( )2 1, 2,j j qδ =  进行设定，因此我们建议参

照 Ueki [6]的思想将 1iδ 和 2 jδ 取为： 
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其中， 1λ 和 2λ 分别为均值部分及方差部分光滑阈估计方程的调整参数， ( ) ( )0ˆ 1, 2, ,i i pβ =  和 
( ) ( )0ˆ 1, 2, ,j j qγ =  则是 iβ 和 jγ 的初始估计，可根据上述(3)式得到。 

另外可以发现，在求解(4)式时，若 1̂ 1iδ =  (或 2̂ 1jδ = )，则可得 ˆ 0iβ =  (或 ˆ 0jγ = )，表示相应的变量

在模型中并无较大意义，可将其剔除，以达到变量选择的目的。因此，从理论来看所提出的光滑阈估计

方程可以起到对均值方差联合模型的变量选择的作用。而在第 4 节中，我们将进一步给出该变量选择方

法的实际模拟研究效果。 
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2.3. 调整参数的选择 

对于调整参数 1λ 和 2λ 的选取，可以考虑利用交叉核实(CV) [7]，广义交叉核实(GCV)，AIC 准则以及

BIC 准则[8]等一些经典的数据驱动准则来进行选取。在这里，我们主要采用 BIC 准则来确定光滑阈估计

方程中的调整参数，并且验证了该方法的可行性。记 ( )1 2,λ λ λ= ，其定义如下： 

( ) ( ) ( )log2 ˆ ˆBIC ,
n

df
n nλλ β γ= − + ×                             (6) 

其中 β̂ 和 γ̂ 为基于光滑阈估计方程(4)式获得的估计值，0 df p qλ≤ ≤ + 为 β̂ 和 γ̂ 中非零分量的个数。调整

参数可以通过下式获得 

( )ˆ arg min BIC
λ

λ λ= . 

从第 4 节的模拟研究结果可以看出，上述调整参数的选择方法是行之有效的。 

3. 迭代计算 

以下将给出基于 Gauss-Newton 迭代算法来求解光滑阈估计方程的具体过程。为方便起见，简记上述

光滑阈估计方程(4)为： 
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以 ( ), 0g β γ = 的求解为例，由于注意到对数似然函数 ( ),β γ 具有连续的一、二阶导函数，因此我们

考虑将 ( ),g β γ 在 0β 处进行 Taylor 展开，得到： 
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通过进一步化简(8)式，并将(7)式结果带入，即可得： 
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              (9) 

考虑对于 ( ), 0h β γ = 的求解进行如上相同处理，我们最终可得光滑阈估计方程的迭代求解式为： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

12
1 10 0 0 0

0 1 1 1 1 1 1 0T

12
1 10 0 0 0

0 2 2 2 2 2 2 0T

, ,ˆ

, ,
ˆ

I I

I I

β γ β γ
β β β

ββ β

β γ β γ
γ γ γ

γγ γ

−
− −

−
− −

    ∂ ∂ = − + − ∆ ∆ + − ∆ ∆   ∂∂ ∂      

    ∂ ∂

= − + − ∆ ∆ + − ∆ ∆    ∂∂ ∂    

 

 

            (10) 

其中， 0β 和 0γ 为迭代初值(第一次迭代初值可取作原始估计方程(3)的解)。尝试重复进行(10)式的迭代计

算，直至估计结果收敛，我们便可最终得到光滑阈估计方程的解。 

4. 模拟研究 

在这一节将运用模拟数据来验证本文所提出的利用光滑阈估计方程来解决均值方差联合模型的变量
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选择问题的可行性。同时，考虑以广义均方误差(GMSE)为精度衡量指标，来将基于光滑阈估计方程的联

合模型变量选择效果与基于 SCAD、LASSO 惩罚函数来进行联合模型的变量选择效果进行比较。利用广

义均方误差(GMSE)评价均值方差联合模型中 β̂ 和 γ̂ 的估计精度，定义如下： 

( ) ( ) ( ) ( )T Tˆ ˆ ˆGMSE E E X Xβ β β β β = − −  
                        (11) 

( ) ( ) ( ) ( )T Tˆ ˆ ˆGMSE E E H Hγ γ γ γ γ = − −                           (12) 

为实施模拟研究，我们考虑从模型(1)中产生随机模拟数据。其中，取真值 ( )1, 1,1,0,0,0,0,0,0,0β = − ，

( )1, 1,1,0,0,0,0,0,0,0γ = − ， ( )1, 2, ,ix i n=  和 ( )1, 2, ,ih i n=  分别独立地产生于 ( )0,1N 。基于 1000 次重

复试验，表 1 给出了在样本量分别为 100，150 以及 200 的情况下，均值方差联合模型基于光滑阈估计方

程(SEE)、SCAD 罚函数以及 LASSO 罚函数的变量选择的平均效果。表 1 中“C”表示把真实零系数正

确估计成 0 的平均个数；“IC”表示把真实非零系数错误估计成 0 的平均个数。 
我们通过表 1 结果可以得到如下结论： 
1) 对于固定的变量选择模型，SEE、SCAD 以及 LASSO 三种方法均各自表现出随着样本量的增大，

β̂ 和 γ̂ 的广义均方误差(GMSE)均越来越小，表示参数估计的精度越来越高。 
2) 在固定的样本量 n 下，对于基于光滑阈估计方程的变量选择方法(SEE)而言，无论是从均值模型

来看，还是从方差模型来看，其参数估计效果均要明显优于基于 SCAD 或是 LASSO 惩罚函数的变量选

择方法。这表明本论文所提出的基于光滑阈估计方程的均值方差联合模型的变量选择方法是切实可行的。 
3) 在固定的变量选择模型和固定的样本量 n 下，均值模型的变量选择效果均要优于方差模型的变量

选择效果。 

5. 结论 

本文针对基于正态分布的均值方差联合模型，提出了一种利用光滑阈估计方程的变量选择方法。该

变量选择方法不仅不涉及任何凸优化问题，且可将模型中不重要变量的回归系数以较快速度向零压缩，

并最终将其从模型中剔除。随机模拟结果表明该变量选择方法正确有效，且效果及可操作性均较之前的

变量选择方法有明显的改善。 
 
Table 1. The results of variable selection for joint mean and variance models based on different methods.     
表 1. 基于不同方法，均值方差联合模型的变量选择结果 

模型 n 
SEE SCAD LASSO 

C IC GMSE C IC GMSE C IC GMSE 

均值 
模型 

100 7 0 0.0103 6.7670 0 0.0178 6.7400 0 0.0276 

150 7 0 0.0062 7 0 0.0074 6.8190 0 0.0095 

200 7 0 0.0042 7 0 0.0042 6.8450 0 0.0048 

方差 
模型 

100 6.9990 0 0.1378 6.7400 0 0.1500 6.7060 0 0.1900 

150 7 0 0.0422 6.8360 0 0.0530 6.8070 0 0.0676 

200 7 0 0.0366 6.9800 0 0.0378 6.8330 0 0.0428 
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