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Abstract 
This paper aimed to test change point from unit root process to fractional integrated process as 
well as fractional integrated process to unit process via a Dickey-Full ratio statistic. A Sieve Boot-
strap method was proposed to determine the critical values. Simulations indicate that our pro-
posed method can control the empirical size well both under the unit root and fractional inte-
grated process null hypotheses, and gives satisfy empirical powers under two alternative hypo-
theses if the change point location does not too back. Furthermore, Dickey-Full ratio statistic has 
better performance when detecting those changes which from unit root process to fractional inte-
grated process. 
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摘  要 

本文基于Dickey-Full比率统计量研究了从单位根过程向分整过程变化变点，以及从分整过程向单位根过
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程变化变点的检验问题，并提出了用于确定检验统计量临界值的Sieve Bootstrap方法，数值模拟结果表

明本文方法在单位根及分整过程原假设下都能很好的控制检验水平，在变点位置不是太靠后时，对两种

备择假设下的变点都有较高的检验势，且在检验从单位根过程向分整过程变化变点时效果更显著。 
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1. 引言 

过去三十年里，有越来越多的证据表明许多时间序列数据中存在从平稳向非平稳或从非平稳向平稳

变点的变点，这使得关于持久性变点的检验问题受到统计学和计量经济学等领域的广泛关注，如 Hakkio
和 Rush [1]发现美国财政赤字数据中存在一个由平稳过程到单位根过程变化的持久性变点，Kim [2] [3]等
提出了一种残差比率统计量来检验由平稳过程向单位根过程变化以及从单位根过程向平稳过程变化的持

久性变点，Perron [4] [5]研究了具有结构变点的单位根检验问题，并提出 Dickey-Fuller (DF)检验统计量。

传统的 DF 单位根检验法应用到持久性变点检验问题中时，由于序列中单位根部分支配渐进性导致渐进

分布不会随着样本大小而发散到负无穷，因此传统的 DF 检验无法区分从单位根过程向平稳过程变化的

持久性变化变点。为此，Banerjee 等[6]在单位根过程原假设下提出了能够检验持久性变点的修正 DF 统

计量。Leybourne 等[7]指出 Banerjee 等[6]构造的 Dickey-Fuller 型统计量存在不足，即当检测序列整段为

平稳过程时检测结果仍然显示序列存在持久性变点，为此，Leybourne 等[7]提出了一种 Dickey-Fuller 比
率统计量来解决此问题，结果表明 Dickey-Fuller 比统计量不论在单位根原假设还是平稳原假设下都不会

出现拒绝原假设，认为数据中存在持久性变点的问题，且在备择假设下能够很好的检测这两个方向变化

的持久性变点。 
上述这些研究都只考虑的是单位根过程和短记忆平稳过程之间变化的持久性变点检验问题。由于在

短记忆平稳过程和单位根过程之间还存在一类更为广泛的分整过程(或称为长记忆过程)，这使得单位根过

程、短记忆过程及分整过程间变化变点的检验问题也收到广泛关注，如 Hassler 和 Scheithauer [8]基于 Kim 
[2]提出的比率统计量研究了从短记忆过程向长记忆过程变化变点的检验问题，Sibbertsen 和 Kruse [9]在长

记忆过程原假设下基于一种平方 CUSUM 方法研究了持久性变点的检验问题。本文基于 Dickey-Fuller 比
统计量研究从单位根过程向分整过程以及从分整过程向单位根过程变化变点的检验检验。 

由于 Dickey-Fuller 比统计量的临界值不可避免的会依赖长记忆参数值，为方便实际应用，本文提出

通过 Sieve Bootstrap 方法来近似检验统计量的临界值。Sieve Bootstrap 方法由 Buhlmann [10]于 1997 年首

次提出，Poskitt [11]指出 Sieve Bootstrap 方法在分整过程分析中有非常好的结果，Kapetanios [12]提出了

适用于分析非平稳长记忆时间序列的 Sieve Bootstrap 方法。Chen 等[13]将 Sieve Bootstrap 方法应用到长

记忆时间序列方差变点检验问题，Chen 等[14] [15]基于 Sieve Bootstrap 方法进一步研究了从短记忆过程

向长记忆过程变化变点，以及从平稳长记忆过程向非平稳长记忆过程变化变点的检验问题，收到了较好

的效果。本文数值模拟结果表明，基于 Sieve Bootstrap 方法确定的临界值在单位根及分整过程原假设下

都能很好的控制检验水平，且在备择假设下对两个方向变化变点都有较高的检验势。 
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2. 模型与假设检验 

本文考虑如下分整模型： 

( ) 01 , 1, 2, , ,d
t tL X t nε− = = �  

其中 n 为样本容量，L 是滞后算子， 0d 为长记忆参数， tε 为独立同分布随机变量，且 ( ) 0tE ε = ，

( ) 2
tVar ε σ= < ∞， tX 与 0d 间的关系可被表示如下： 

( )0
0

.t j t j
j

X w d ε
∞
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= ∑  
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；当 00 0.5d≤ < 时 tX 为平稳序列， 00.5 1d< ≤ 时序列 tX 为非平稳

序列，特别地当 0 1d  时序列 tX 是一个单位根过程。 

记 ( )( ) ( )( )0 0 0 0~ 1 1 , ~ 0 1, 0t tX I d X I d d d= < < ≠且 。 

本文研究以下两类变点检验问题： 
1) 序列 tX 从 ( )1I 向 ( )0I d 变化的持久性问题假设检验，即检验原假设 

( )1
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2) 序列 tX 从 ( )0I d 向 ( )1I 变化的持久性问题假设检验，即检验原假设 

( )2
0 0: ~ , 1, 2, , ,tH X I d t n= �  

备择假设 

( )
( )

*
02

1

, 1, , ,
: ~

1 , 1, , .t

I d t k
H X

I t k n∗

 =


= +

�

�
 

其中 [ ]k nτ∗ = ∗ 为未知变点位置， [ ]⋅ 表示取整数部分。 

为了检验上述两类假设检验问题，采用 Leubourne 和 Toylor [7]提出的 Dickey-Full 比统计量： 

( ) ,
f

n r

DF
DF

τΞ =  

其中 ( )inff fDF DFτ τ∈Λ≡ ， ( )infr rDF DFτ τ∈Λ≡ ， ( )0,1τ ∈ 且 [ ]( )1ˆ 1fDF nτ ρ= − ， 
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对于给定区间 [ ] ( )1 2, 0,1τ τΛ = ⊂ ，统计量的值定义为： ( ) ( )
( )

inf
inf

f

n r

DF
X

DF
τ

τ

τ
τ

∈Λ

∈Λ

Ξ = ，在原假设 1
0H 下，

当 ( )n XΞ 的值小于临界值时拒绝原假设 1
0H ，认为数据中存在从 ( )1I 向 ( )0I d 变化的持久性变点；在原假

设 2
0H 下，当 ( )n XΞ 大于给定临界值时拒绝原假设 2

0H ，认为数据中存在从 ( )0I d 向 ( )1I 变化的持久性变点。 
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3. Bootstrap 方法 

本文采用 Rambaccussing [16]提出的分数阶差分 Sieve Bootstrap 方法来近似临界值，其步骤如下： 
1) 估计 tX 的长记忆参数 0d ，并记估计值为 d̂ 。 

2) 对 tX 进行 d̂ 阶差分， ( ) ( )
ˆ

1ˆ 1 , 1, ,d
t t tL X X t nε −= − − = � 。其中 ( )

ˆ

0
0

ˆ1 , 1
td j

j
j

L a L a
=

− = =∑ ， 

( )1
ˆ 1 , 1j ja a j d j j−= − − ≥ 。 

3) 对 1̂ ˆ, , tε ε� 进行重抽样，得到新的序列 *ˆ ˆ, ,ij njε ε∗ � 。 

4) 生成 Bootstrap 样本 ( )
ˆˆ ˆ ˆ1 d

tj tj tjY L zε−∗ ∗= − + ，其中 ( )
ˆ

0
0

1 , 1
td j

j
s

L b L b−

=

− = =∑ ， ( )1
ˆ 1 , 1j jb b j d j j−= + − ≥ ， 

ˆtjz 是独立同分布的标准正态分布随机序列。  
5) 计算统计量 ( )ˆ

n tjY ∗Ξ ，重复步骤 3~5 B 次，取 ( )ˆ
n tjY ∗Ξ 的1 α− 分位数作为检验统计量在显著水平α 

下的临界值。 

4. 数值模拟 

本节通过数值模拟检验所提方法的有效性，所有模拟通过 R 语言程序 3.4.0 版本下实现。数据由

( )0, ,0ARFIMA d 模型生成，样本量 n 取 200 和 500，长记忆参数 0d 分别取 0.2，0.4，0.6 和 0.8，变点位

置 [ ]k nτ∗ = ∗ ，τ 分别取 0.25，0.5 和 0.75，Sieve Bootstrap 循环次数 B = 199，检验水平取 10%和 5%，

长记忆参数的估计方法使用 Robinson [17]提出的 Local Whittle 估计，所得模拟结果都经过 2000 次循环得

到。 
表 1 给出了统计量 ( )n XΞ 在 200 和 500 样本量下的经验水平，由结果可以看出：统计量在 0d 取 0.2，

0.4 和 1 时可以很好的控制经验水平， 0d 取 0.6 和 0.8 时略高于检验水平，在 500 样本量下所得经验水平

更加接近检验水平，结果说明 Sieve Bootstrap 方法可以有效的近似统计量的临界值。 
表 2 给出了检验统计量在 1

1H 和 2
1H 下的经验势，由结果可以看出：在 1

1H 下随着 0d 取值的增大检验

势变低， 0d 取 0.2 时更容易检测到变点，随着 0d 增大到 0.8 时检验势递减到最低，说明当长记忆参数间

隔越大越容易检测到变点。例如 200n = ， 0 0.2d = ，5%检验水平下统计量在不同变点位置的检验势分别

为 96.7%，98.4%，32.3%，而 0 0.8d = 时检验势分别为 14.9%，24.8%和 13%。变点位置同样对检验结果

有显著影响，当 0.5k n∗ = ∗ 时检验势要高于 0.25k n∗ = ∗ 和 0.75k n∗ = ∗ ，但在 0.25k n∗ = ∗ 和 0.5k n∗ = ∗ 时

的检验结果较为接近，而当变点位置 0.75k n∗ = ∗ 时检验势较低，这说明统计量 ( )n XΞ 对位置比较靠前的

变点具有较好的检验效果，而当变点位置靠后时检测效果较差。在 2
1H 下，统计量 ( )n XΞ 检验势结果同 

 
Table 1. Empirical sizes of ( )n XΞ  (%) 

表 1. ( )n XΞ 的经验水平(%) 

 n = 200 n = 500 

d0 10 5 10 5 

1 9.1 4.6 10.4 4.9 

0.8 12.6 7.9 12 7.1 

0.6 12.8 8.1 12.4 7.6 

0.4 9.7 5.6 10.3 5.7 

0.2 9.9 5.8 9.6 4.8 
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Table 2. Power values of ( )n XΞ  (%) 

表 2. ( )n XΞ 的检验势(%) 

   ( ) ( )01 ~I I d  ( ) ( )0 ~ 1I d I  

d0 n α% τ = 0.25 τ = 0.5 τ = 0.75 τ = 0.25 τ = 0.5 τ = 0.75 

0.2 200 10 97.8 99 41.8 81.5 90.2 74.3 

  5 96.7 98.4 32.3 70.2 80.6 61 

 500 10 98.9 99.7 46.4 96.1 99.2 93.1 

  5 97.1 99.1 35.8 91.5 93.8 83.4 

0.4 200 10 85 93.4 39.2 61 63.4 34.8 

  5 77.1 90.5 29.9 46.8 53.2 20.1 

 500 10 98.2 99 43.5 79.2 82.7 59.4 

  5 96 98.5 34.9 68.6 74.3 48 

0.6 200 10 48.9 69 32.5 32.6 39.9 11.1 

  5 37.3 58 21.2 23 25 4.4 

 500 10 74.6 87.9 36.7 44.4 54.4 17.6 

  5 66.4 79.8 25 36 39.1 9.2 

0.8 200 10 23.9 35.3 20.4 10.8 19.2 3.2 

  5 14.9 24.8 13 5.2 11.8 1.4 

 500 10 34 51 28.2 13.2 22.8 4.2 

  5 20.7 37.2 17 6.9 17.3 1.9 

 
样具有上述性质，但在 0d 取 0.6 和 0.8 且变点位置靠后时几乎检测不到变点。此外，随着样本容量的增大

检验统计量在所有情况下的检验势都显著提高，这说明该方法是检验这两类变点问题的一致方法。比较

两种备择假设下的检验势可以发现，对于相同跳跃度的变点统计量 ( )n XΞ 更容易检测到从单位根过程向

分整过程变化的变点，这也符合 DF 统计量最初的设计是为了在单位根原假设下做检验的特点。 

5. 总结 

本文基于 Dickey-Fuller 比率统计量研究了分别以单位根过程和分整过程为原假设下的持久性变点的

检验问题，并提出通过 Sieve Bootstrap 方法近似检验统计量的临界值来方便实际应用。数值模拟结果说

明：Sieve Bootstrap 方法在单位根过程和分整过程两种原假设下近似的临界值结果都能够很好的控制经验

水平；在两种备择假设下，当长记忆参数间隔越大检验统计量越容易检验到变点，比较靠前的变点具有

较好的检验效果，而当变点位置靠后时检检验效果较差。而对于相同跳跃度的变点，DF 统计量在检验从

单位根过程向分整过程变化的持久性变点时的效果要优于检验从分整过程向单位根过程变化的持久性变

点时的效果。 
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