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Abstract: In this paper, the stabilization of switched systems under asynchronous switching is investigated. 
When the controller mismatches the switching law, the stabilization condition for switched system during 
both matching and mismatching period is investigated and an approach of designing stabilizing controller for 
switched systems based on average dwell time is proposed, and then the approach is extended to design stabi-
lizing controller for switched systems with perturbations. The designed controller guarantees the closed-loop 
system stable under the condition of vanishing perturbations, and ensures the closed-loop system bounded 
under the condition of non-vanishing perturbations. Finally, the simulation result shows that the approach 
proposed by this paper is effective. 
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摘  要：本文研究了切换系统在异步切换下的镇定控制器设计问题。在控制器与控制对象的切换律失

配情况下，通过分别讨论匹配时间段与不匹配时间段内控制器需要满足的约束条件，给出了基于平均

驻留时间方法的镇定控制器设计方法。并将该方法推广到了含扰动的切换系统的镇定控制器设计方法

中，设计的控制器在零扰动情况下能够保证闭环系统稳定，在非零扰动情况下能够保证系统状态有界。

后给出了仿真实例，验证了文中方法的有效性。 
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1. 引言 

切换系统是一类重要的混杂系统，是指由一组连

续或离散动态子系统组成，并按某种切换律在各子系

统间切换的动力系统[1]。切换控制在很多实际系统中

得到了应用，包括：电力电子系统[2]、机器人控制[3,4]、

汽车引擎转矩控制系统等[5]。切换系统的研究具有重 

要的应用价值和理论意义。 

切换系统的控制器设计的研究成果主要是关于镇

定控制器设计，Sun 等使用公共控制 Lyapunov 函数的

方法来设计反馈控制器来镇定系统[6]。Christofides 等使

用多个控制 Lyapunov 函数来镇定系统[7]。Daafouz 研究

了离散切换线性系统的反馈镇定问题[8]。另外，设计切

换律来实现系统镇定也受到了众多学者关注 [9,10]。

Zhang 通过参数依赖 Lyapunov 函数设计了一类不确定 
*
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切换系统在任意切换律下的镇定控制器[11]。Zhang 还

研究了子系统为纯反馈系统的基于反步法的镇定控制

器设计问题[12]。关于异步切换情况下的控制器设计

问题，目前的结果还不多，Zhang 等研究了在异步切

换下的离散切换系统鲁棒控制问题[13]，Xiang 等研究

了一类时滞切换系统在异步切换下的控制器设计问

题[14]。 

在实际系统中，控制器的切换律与实际控制对象

的切换律不可避免会存在一定的异步的情况。如：控

制器在切换时刻提前或滞后于控制对象的切换。在这

种情况下，即使设计的控制器在匹配的时间段内能够

保证系统的稳定，但是不匹配的时间段却可能导致系

统状态发散。本文基于平均驻留时间给出了含扰动切

换系统在异步切换情况下镇定控制器的设计方法，仿

真结果表明，本文设计的控制器能够在异步切换下时

镇定该类切换系统。 

2. 问题描述与预备知识 

考虑含有 N 个子系统的线性切换系统 

( ) ( )tx A x B u                (1) 

其中状态 nx R ，输入 。mu R n n
iA R  ， n m

iB R 

T  

为

定常矩阵。本文考虑切换律 

为时间依赖型，集合 I 为

N 个子系统标识集合。切换时刻序列 

，其中 为初始时刻， 为第 k 次切

换时刻，切换序列满足 。 

( ) : 0, {1, 2, 

0 1 2{ , , ,t t t

t I 

, , }kt 

, }

0t

1,2sup

N

kt

1{ }k k kt t  

在实际系统中，不可避免存在控制对象与控制器

切换律异步的情况，因此考虑切换系统(1)的状态反馈

控制器为 ，代入系统(1)可得 ˆ ( )tu K x

 ˆ( ) ( ) ( )t t t x A B K    x           (2) 

其中  ˆ ( ) : 0, {1,2, , }t I     N 为控制器切换律。 

若系统(1)含扰动，考虑具有以下形式 

( ) ( ) ( ) ( , )t t tx A x B u f t x             (3) 

其中 : n
i

nf R R 为扰动。当 时有 ˆ ( )tu K x

 ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )t t t tx A B K x f t x           (4) 

在异步切换下，切换律 ˆ ( )t 对应的切换序列为

 0 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,kt t t t  ，并且 ， 。假设

控制对象与控制器的切换时刻之差为 ，其

中

t̂ k kt 0,1,2,k  

ˆ
k kt t   k

k q  ， 0,1, 10 inf {k kq t  }kt  

kt

k

。 

说明 1 在各个切换时刻 ，控制器与控制对象切

换律失配体现在控制器切换超前或滞后于控制对象。

超前或滞后的值为误差  ，误差 的上界为 q，并

且误差上界 q 不超过任意两个相邻切换时刻之差，保

证了控制器的切换时刻与控制对象的切换时刻虽然有

一定误差，但各子系统的控制器与相对应的子系统仍

然存在相同的工作时间段。在下文可以看出，正是因

为存在相同的工作时间段，为系统(1)与(3)设计镇定控

制器提供了可能性。 

k

定义 1[15] 对切换律 和 ， 为时

间段(t, T)上切换次数，若存在 和

0T t 

0 0N 

( , )N t T

0a  有 

0( , ) ( )N t T N T t a            (5) 

则 a 称为平均驻留时间。 

本文的研究内容是在异步切换下设计状态反馈增

益 iK ， i I 来镇定平均驻留时间为 a 的切换系统(1)

与(3)。 

3. 主要结果 

假设控制对象在切换时刻 从子系统 i 切换到子

系统 j，为了简化叙述，我们只考虑控制器在切换时刻

存在误差

kt

0kkt   0k(   的情况类似)，那么在区间

 ,k k kt t   会出现控制器与控制对象不匹配的现象，

即反馈控制器 iK 对应子系统 j。我们用 ( , )T t 表示区

间  , t 出现控制器与控制对象不匹配现象的时间段

的总合， )( ,T t 表示区间  , t 内控制器能正确匹配

其控制对象时间段的总合。对于系统(1),我们有如下结

论： 

定理 1 考虑平均驻留时间为 a 的切换系统(1)，

若存在正数 0  ， 0  ， 0  ， 0  ， 0  及

矩阵 iS 、 iU 得以下条件成立： 

以

使

0,
**

i i

i

I IS S

SI
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0iS

   
T T T

i i i i i i i iU B A S BU 

       (6) 

S A    

T T T
j i j i i j i jU B A S BU 



0jS

       (7) 

S A   

n( ) ( ) 2a q q

 

0a

      (8) 

2 l         

1
i i i

        (9) 

则反馈增益 K U S  在异步切换下能镇定(1)。 
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证明 见附录中定理 1 证明。 

说明 2 定理 1 中的各条件的意义如下：条件(7)

为控制器与控制对象匹配时间段内各个子系统的镇定

控制器满足的约束条件，表明控制器能够指数 镇定

各个子系统；条件(8)为条件(7)中设计出的镇定控制器

在不匹配时间段需要满足的约束条件，该约束表明在

不匹配时间段，并不要求系统状态是收敛的，而是只

需要系统状态以指数 发散；条件(9)是条件(6)～(8)

中控制器与控制对象匹配时间段与不匹配时间段的参

数与平均驻留时间满足的约束条件。 

说明 3 从以上的证明过程可以看到，虽然存在不

匹配的时间段 ，但是由与条件 

保证一定存在匹配的时间段

，而正是控制器在时间段 中起的作用

保证了整个切换系统的稳定。 

0( , )T t t

, 1k kt   kt0,10 infq 

0( , )T t t
0( , )T t t

说明 4 条件(7)表示在控制器与控制对象匹配时

必须要能够镇定控制对象，条件(8)表示在控制器与控

制对象不匹配时，并不需要镇定不匹配的控制对象，

只需要系统状态发散趋势具有一个上界即可，并且由

线性系统理论可知，该上界一定存在。因此在控制器

切换律与控制对象切换律存在误差的情况下，设计各

个子系统控制器有更大的灵活性。 

由于实际系统不可避免的存在建模误差、不确定

性以及干扰等，我们考虑含扰动系统(3)，首先考虑扰

动为零扰动情况，即假设扰动 且满足线性增

长界

( ,0) 0if t 

( , )if t x x ，其中 为非负数。 

定理 2 考虑平均驻留时间为 a 的含扰动切换系

统(3)，若存在正数 0  ， 0  ， 0  ， 0  ， 0 

以及矩阵 ， 使得以下条件成立： iS iU

0, 0
**

i i

i

I IS S

SI




   
       





      (10) 

2 0
*

i
T T T

i i i i i i i i i

I S

S A U B A S BU S I 


     





 (11) 

2 0
*

j
T T T

j i j i i j i j j

I S

S A U B A S BU S I 


      

a

 (12) 

2 ln( ) ( ) 2 0a q q                (13) 

则反馈增益 在异步切换下能镇定(3)。 1
i i iK U S 

证明 见附录中定理 2 证明。 

继 续 考 虑扰 动 为 非零 扰 动 情况 ， 即 扰动

( ,0) 0if t  ，且满足边界 ( , ) ( )if t x x t   ，其中
为 非 负 数 ， : R R  为 非 负 且 连 续 并 满 足

0
( )d

t
t t


  。我们有如下结论： 

定理 3 考虑平均驻留时间为 a 的切换系统(3)，

若存在正数 0  ， 0  ， 0  ， 0  ， 0  以及

矩阵 ， 使得 (10) ～ (13) 成立。则反馈增益iS iU
1

i i iK U S  在异步切换下能够保证(4)一致有界。 

证明 见附录中定理 3 证明。 

根据定理 1～3 可以给出如下控制器设计步骤： 

1. 确定参数  和。 

2. 解定理 1～3 中的 LMI。 

3. 将得到的参数 ， 与  ，带入到(9)中验证

是否满足平均驻留时间的条件。如不满足，可

增大 和减小再次重复步骤 1、2、3。 

4. 仿真算例 

考虑含 2 个子系统的切换系统(1)，其中 

1 1 2 1

0.5 4 1 1 0.7 1
, ; ,

1 2 1 3.5 6 1
A B A B

      
  


       

       
 

控制对象的切换律取 ， ，因

此其平均驻留时间

2.8kt k 0,1,2k  
2.8a  ，取 0.5q k  。假设控

制 器 切 换 时 刻 超 前 0.5s 。 假 设 扰 动 为

 1 2 2( ) ( ) 0. 0125 sin 2.25f x f x 

0.0952

x x x 。 可 得

  ， 13.0036  ， 5  ， 2.5  ， 0.01 

求 得 状 态 反 馈 增 益  1 1.9  554 7.7697K ，

 2 6.1551 17K 

 0 3 5
T

x

.8798 满足定理 2。取初始状态

  ，仿真图见图 1。 

从图 1 可以看到，控制器与控制对象的切换规则

不匹配情况下，控制器能够镇定含有扰动的切换系统。

同样虽然存在控制器与控制对象不匹配的时间段，并

且在此时间段内系统的状态有发散的趋势，但是在控

制器与控制对象匹配的时间段内，控制器的作用能够

保证整个切换系统是稳定的。 

实际切换系统中广泛存在异步切换的现象，例如：

在实际系统中，控制器在切换时刻需要时间来辨别和

确定被激活的子系统，必然导致控制器滞后于控制对

象切换。本文的方法将切换系统的控制器设计方法扩

展到了异步切换下，该设计方法能够处理实际系统中 

Copyright © 2011 Hanspub                                                                                 SG 
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Figure 1. State response of switched system with perturbations 
图 1. 含扰动切换系统状态响应图 

 

控制器在切换时刻提前或滞后于控制对象的切换，因

此，本文在异步切换下的控制器设计方法在实际系统

中会有广泛的应用。 

5. 结语 

本文研究了在异步切换下切换系统镇定控制器的

设计问题。设计的镇定控制器在控制器与控制对象的

切换律不匹配的情况下，能够镇定切换系统。然后本

文将结果推广到了含扰动的情形下，同样在控制器与

控制对象的切换律失配的情况下，设计的控制器对于

零扰动能够镇定切换系统，对于非零扰动能够保证状

态一致有界。 后给出了仿真结果验证了文中方法的

有效性。 
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附录 

定理 1 证明 令 ，由(6)易得 1
i iS P

1
iI P I


               (14) 

另外，带入 1
i i iK U S  到(7)，(8)可得 

    0
T

i i i i i i i i iA B K P P A B K P    



     (15) 

    0
T

i i j j j i i j jA B K P P A B K P        (16) 

考虑 ， 为0t  0 1 kt t t    0 ,t t 上控制对象的

切换时刻，对系统(2)分段 Lyapunov 函数  ( )V t
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由(14)有 
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x V x x
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由(15)，(16)得 

( )
( )

( )

V t t T
V t

V t t T








 
 


  

由假设 ( 情况类似)，当 t 时( t0k  0k  T  T  时

情况类似)，有 

       ( ) e ek k k k kt t t t
k k kV t V t V t              

依次类推可以得到 

     0 02 , ,
0( ) e ( )

k T t t T t tV t V t 
         (19) 

再由 k q  可得 

 0
1

,
k

n
n

T t t kq



    

 0 0,T t t t t kq     

再由定义 1 可知 k N ，因此由定义 1 得 

   0 0, aT t t N q N q q t t 0       

    0 0 0, 1 aT t t t t N q q t t N q        

代入式(19)得 

 
   

 
0

00

2ln
( )

2
0( ) ( ) e e

a

a

q q
t t

N qNV t V t
   

  
  


  

因此，由(18)可以得到 

 
       0 0

0

2ln
1

222
0( ) e e ( )

a

a

q qN q t t
N

x t x
    


    t  

再由(9)可得 

   2ln 2a aq q           

因此可以得到 

   0
0( ) t tx t Ce x t   

其中  
 0

0
1

22 e
N q

N
C

 




 。则系统(2)是指数稳定。 

定理 2 证明 类似定理 1 的证明过程，取 1
i iS P ，

为 (17) ， 并 且 由( )V t ( )if x 为 零 扰 动 并 满 足

( , )if t x x 可得 

 
 

0

0

2 ,
( )

2 ,

T
i i

T
ij j

x x Px x t T t
V t

t

x x P x x t T t









     
   


t

 

其中    T

i i i i i i i i iA B K P P A B K     ， 

   T

i i j j j i i jij A B K P P A B K    。又由 
2 T T T2 T

i i i

0  

Px x x P P x x x     

有 

 
 

2

2
( )

T T
i i i

T T
ij j j

x P P I x t T
V t

x P P I x t T









     
   

  

因此，由(10)~(12)及 Schur 补引理有 

( )
( )

( )

V t t T
V t

V t t T








 
 


  

而后，类似定理 1 证明过程，可得系统(4)指数稳定。 

定理 3 证明 取 ， 为(17)，1
i iS P ( )V t ( )if x 为非

零扰动满足  ,f ( )i t x x t   ，类似定理 1，2 证

明可以得到 

 
 

0

0

2 ( ) ,
( )

2 ( ) ,

T T
i i

T T
j i

x Px t x Px t T t t
V t

x P x t x Px t T t t

  

  





   
 

  

取 ( )
T

i

T
j

x Px t T
W t

x P x t T





  


可以得到 
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( ) 2 ( )
( )

( ) 2 ( )

W t t t T
W t

W t t t T

 

 





   
 

  

假设 ( 时情况类似)，令0k  0k  2 1n kt t  ，

，其中 ，序列 

可 用 序 列

代替，可以当 t t 时有 

2n kt t 

0 1 1{ , ,t t t 

0 1 2{ , , ,t t t

k

1 2 2, ,t t

2 1, ,n nt t

1, 2n 

2 t 

2 , }

,
,k kt }k  

 1,n nt 

   ( ) , ( , ) ( )d
n

t

n n t
W t t t W t t          

其中
( ) 2

( ) 2

e
( , )

e

t

t

t T
t

t T

 

  
  

 

 
 


。依次类推可以得到 

     
1

2 2
0 0

1

( ) ( , ) ( )d

( ) [ , ( , ) ( )d ]

n

i

i

t

t

n n i t

t
i

W t t

t t W t t

     

        








 



 
   

我们考虑  2 1,    ，当 1 2n n mt t     时，有 

        1 2
1

, ,
2 2 2

2 1, e e e
n n n m n n mt T t t T t t t

    
  

 
      

n m
 (20) 

其中我们可以得到 

   

   

0 0

0 0

 ( , ) ( , )

1

n n m n n m

n m n n m n
a a

a
n m n

a

T t t T t t

q q
t t N q t t N

q q
t t N q N q

 

 
 

  
 



 
 

 





 
       

 
 

   

q  

由条件(13)可知 

   
   

   

0 0

0 0

, ,

2 ln

n n m n n m

a
n m n

a

n m n
a

T t t T t t

q q
t t N q N q

t t N q N q

 

  
 


 

 


 
 







 
  


  





 

代入(20)中得 

       

     

 

0 01 2

0
1 2

2 1

1 2ln( )
[ ]

22 2
2 1

2ln( )
( ) 22 2 2

, e e e

e e e e

e

n m nn n m
a

n m nn n m
a

t t N q N qt t

N q t tt t

c

    

      

 

  



 




    


   

 







 

其中
2ln( )

0
2 a

c
 



  ，

 0 2ln( )

2e a

N q
T

   


 
    

  。 

当 1 2nt 1nt    
 2 1, e c

时 ， 同 样 容 易 得 到

 2 1
      。因此 1 ， 2 是任意的，代入  ,t 

得到 

     

     
1

( )2
0 0

2

1

( ) , e ( )d

e e ( )d

n

ii i

i

n t c t

t

n n i tc t t c t

t
i

W t t t W t 



      

     


 


   



 





 
 

又由 

     
 

 
  

0 0

ln

2 e
n i i

a
a

t tn i t t
N N


   

 

   

因此有 

     
 

 
     

 

0

0

0 0

0

0

2
0 0

( )

, ,
2 22

0

( )

( ) ,

e ( )

e

e ( )

n

tN c t

t

n T t t T t t

tN c t

t

W t t t W t

d

W t



 



 

d

    





    

 

 

 

 











 

 

类似定理 1，2 的证明过程可以得到 

 
       

 

 

0 0
0

0

0

2ln

22
0( ) e e

( )d

a

a

q qN q t t
N

tN

t

W t W t
    



    

   



 
 

又因为
1

( )x W t x


  可得 

 
     

 

0 0
0

0

0

2ln )(1 ( )
222 e e

( )d

a

a

q qN q t t
N

N

t

x x
    



    

   





 
 

再由条件(13)可得 

   2ln 2a aq q           

因此有    0
0( ) t tx t Ce x t  b  ，其中 

 
 0

0
1

22 e
N q

N
C

 




 ，   0

0
( )d

N

t
b     


  。由 

0
( )d

t
t t


   可得系统(4)一致有界。 
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