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摘  要 

文章选用近似贝叶斯估计方法和最小二乘法对AR(p)模型进行参数估计，通过RStudio软件产生仿真

AR(2)模型数据，比较这两种方法对参数估计的准确性。最后通过实例对这两种参数估计方法的效果进

行验证。 
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Abstract 
In this paper, approximate Bayesian computation and least square method are used to estimate 
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the parameters of AR(p) model. The simulation AR(2) model data are generated by RStudio soft-
ware, and the accuracy of parameter estimate is compared between the two methods. Finally, the 
effectiveness of the two parameter estimation methods is verified by examples. 
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1. 引言 

随着社会的不断发展，对经济、金融数据的分析成为了研究经济变化趋势必不可少的环节，然而经

济、金融领域方面的数据一般都是时间序列数据，我们可以使用时间序列模型对这些数据进行建模分析，

而 AR(p)模型则是时间序列模型中较为常见的模型。 
研究 AR(p)模型时，主要从数据是否存在异常值角度出发。当时间序列数据具有异常值时，王玉丽

等将抗差理论引入到 AR(p)模型的参数估计中，在实时洪水预报的误差修正中，利用抗差理论估计 AR(p)
模型的参数，抵御异常观测值对参数估计的影响，以保证实时洪水的预报精度[1]。王志坚[2] [3]等运用

FQn 统计量、Hampel 权函数对传统自相关函数进行改动，构建 AR(p)模型的稳健估计算法，以克服离群

值的影响，并对此方法进行了模拟和实证分析。当数据不存在异常值时，对 AR(p)模型参数估计的方法

也就会变得不一样。朱慧明等研究了正态-Gamma 共轭先验分布下 AR(p)模型的贝叶斯推断理论，从而进

行模型参数的估计[4]。章敏，李在兴分析了一阶自回归模型中模型相关参数估计方法(矩估计和最小二乘

估计)的无偏性[5]。彭毳鑫等讨论了条件矩约束下自回归模型参数的估计问题，利用经验似然方法，给出

了条件矩约束下自回归模型参数的估计[6]。陈阳等证明了 Adaptive Lasso 在 AR(p)模型定阶和参数估计

上有良好的性质[7]。谢琍[8]等对文献[7]进行了进一步研究，提出了将 Lasso 等三种惩罚进行惩罚效果的

比较，然后利用惩罚最小二乘法进行参数估计。这些学者从多个方面对 AR(p)模型问题进行了研究，提

出了很多好的方法。 
自从 1984 年 Rubin [9]首次提出近似贝叶斯的基本思想后，尤其是近些年来，该算法被应用到各个领域

中，钱瑾基于合成似然的近似贝叶斯方法对人口基因模型进行研究[10]；张晨把近似贝叶斯方法应用在流

感病毒传染模型中进行分析研究[11]。张岚，钱夕元将近似贝叶斯方法应用在排队模型参数估计问题上[12]。
近似贝叶斯计算作为一种复杂模型参数估计的方法被广泛应用到各类模型的参数估计问题中；如：黄鹂[13]、
周双酉[14]分别将近似贝叶斯方法应用在分层二项分布、广义线性回归模型中进行参数估计研究。 

因此，本文应用近似贝叶斯方法来对 AR(p)模型进行研究。先介绍用近似贝叶斯方法对 AR(p)模型进

行参数估计的算法，然后再进行数据模拟实验对参数估计效果进行验证，最后应用该方法来分析金融时

间序列数据。 

2. 模型介绍 

2.1. AR(p)模型 

如果随机变量序列{ }tY ，满足 1 1 2 2t t t p t p tY Y Y Yα α α ε− − −= + + + +
， 1,2, ,t m=  ；其中 p m< ，随机误
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差项 1 2, , , mε ε ε 相互独立且都服从正态分布 ( )20,N σ ，则称{ }tY 为 p 阶自回归过程，即AR(p)模型，其

中 1 2, , , pα α α
为模型的自回归系数，p为模型的阶。若自回归系数 1 2, , , pα α α

的特征方程 

( )
1

1 0
p

i
i

i
f λ α λ

=

= − =∑ 的根都落在单位圆外，则称{ }tY 为平稳序列过程。 

2.2. AR(p)模型参数的最小二乘估计 

模型的自相关函数与自回归参数满足Yule-Walker方程[15]： 
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用样本自相关函数   

1 2, , , pρ ρ ρ 代替 1 2, , , pρ ρ ρ
，便得到参数估计值 
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参数 1 2, , , pα α α
的最小二乘估计为Yule-Walker估计， 2σ 的最小二乘估计为[16]： 



 ( )2
2
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t t p t p
t p

Y Y Y
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σ α α− −
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= − − −
− ∑   

其中   

1 2, , , pα α α 为 1 2, , , pα α α
的最小二乘估计。 

2.3. AR(p)模型参数的近似贝叶斯估计 

2.3.1. 近似贝叶斯基本思想 
近似贝叶斯计算(Approximate Bayesian Computation, ABC)是一种基于模拟采样和计算机仿真的方法，

最早由 Pritchard 等人于 1999 年提出[17]。它利用贝叶斯统计中后验分布的性质以及计算机模拟抽样的方

法解决后验分布计算困难的问题，绕开了对似然函数的直接计算。ABC 方法的核心思想是基于参数的先

验分布采样得到一个待选参数，用待选参数值代入模型通过模拟仿真产生一组模拟数据集，并将模拟数

据集与观测数据集作比较，观测两个数据集的差异程度。当模拟数据集与观测数据集的差距“足够小”

时，我们可以接受该待选参数作为参数真实后验分布的一个采样，进而获得待估参数的后验分布，从而

利用这个后验分布去估计参数的后验均值。 

2.3.2. ABC 拒绝算法 
ABC 方法的最基本形式是 ABC 拒绝算法。步骤如下： 
给定观测数据集 Y，模型 Q，先验分布 ( )p α ，距离函数 ( )*,d Y Y ，容差阈值 ε 。 
1) 从先验分布 ( )p α 中生成一个 *α ，作为一个样本； 
2) 由 *α 根据模型 Q 生成模拟数据集 *Y ； 
3) 计算 ( )*,d Y Y ，若 ( )*,d Y Y ε≤ ，则接受 *α ，令 *

1α α= 并记录下来；反之则拒绝 *α ； 
4) 重复步骤 1)-3)，直到有 n 个样本被接受； 
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5) 计算参数α 的估计值 α̂ ，
1

1ˆ
n

i
in

α α
=

= ∑ 。 

通过 ABC 拒绝算法我们可以得到 n 个来自近似后验分布 ( )( )*,p d Y Yα ε≤ 的样本，距离函数和容差

阈值选取恰当的情况下，我们可以用这 n 个样本所获得的分布作为真实后验分布 ( )p Yα 的近似，在此基

础上进行统计推断。 

2.3.3. AR(p)模型参数的 ABC 估计算法 
给定已知的 AR(p)模型观测数据 1 2, , , my y y ，参数α 的先验分布 ( )p α ， 0σ ，容差阈值 ε 。 
生成 n 组 ( )1 2, , , pα α α α=  的样本步骤如下： 
1) 计算 1 2, , , my y y 的自相关系数 1 2, , , pρ ρ ρ

。 
2) 根据先验分布 ( )p α 生成一组 1 2, , , pα α α

。 
3) 计算α 特征方程的根 , 1, ,i i pλ =  。若 1iλ∀ > ，则到步骤(4)；否则退回步骤(2)。 
4) 根据 1 2, , , pα α α

， 0σ σ= 生成 AR(p)模型数据 1 2, , , my y y′ ′ ′
 。 

5) 计算数据 1 2, , , my y y′ ′ ′
 的自相关系数 1 2, , , pρ ρ ρ′ ′ ′


。 

6) 计算 ( ) ( )2

1
,

p

i i
i

d ρ ρ ρ ρ
=

′ ′= −∑ 。若 ( ),d ρ ρ ε′ ≤ ，则接受 1 2, , , pα α α
作为一组样本，令

11 1 1, , p pα α α α= =
并记录下来；反之则拒绝 1 2, , , pα α α

。 

7) 重复步骤 2)-6)，直到有 n 组样本被接受； 

8) 计算参数α 的估计值 α̂ ， 

1

1 , 1, ,
n

i ij
j

i p
n

α α
=

= =∑  。 

我们通过上面步骤得到参数α 的估计值 α̂ .接着计算参数σ 的步骤为： 
已知的 AR(p)模型观测数据 1 2, , , my y y ，参数σ 的先验分布 ( )p σ ，   

1 2, , , pα α α ，容差阈值 ε 。 
1) 计算 1 2, , , my y y 的自相关系数 1 2, , , pρ ρ ρ

。 
2) 根据先验分布 ( )p σ 生成一个 *σ 。 
3) 根据   

1 2, , , pα α α ， *σ σ= 生成 AR(p)模型数据 1 2, , , my y y′ ′ ′
 。 

4) 计算数据 1 2, , , my y y′ ′ ′
 的自相关系数 1 2, , , pρ ρ ρ′ ′ ′


。 

5) 计算 ( ) ( )2

1
,

p

i i
i

d ρ ρ ρ ρ
=

′ ′= −∑ 。若 ( ),d ρ ρ ε′ ≤ ，则接受 *σ ，令 *
1σ σ= 并记录下来；反之则拒绝 *σ 。 

6) 重复步骤(2)-(5)，直到有 n 个 *σ 被接受； 

7) 计算参数σ 的估计值 σ̂ ，
1

1ˆ
n

i
in

σ σ
=

= ∑ 。 

3. 模拟验证 

本次模拟针对AR(2)模型，应用最小二乘法和近似贝叶斯方法对参数估计的效果进行验证。 
本次验证的模型为： 

1 20.3 0.4 , 1, ,t t t tY Y Y t mε− −= − + =   

其中随机误差项 1 2, , , mε ε ε 相互独立，服从正态分布 ( )20,0.5N 。此处模拟的模型可以通过单位根

检验，保证了生成序列的平稳性。此处m取值为500。 
RStudio软件中arima函数便是使用最小二乘法来估计参数的，因此我们直接调用arima函数去估计

AR(2)模型的参数。 
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同时我们使用RStudio软件直接对AR(2)模型参数的ABC估计算法直接进行编程去求参数估计的结果。

在AR(2)模型参数的ABC估计中，参数 ( )1 2,α α α= 的先验分布取： ( ){ }1 2 2 2 1, : 1, 1P α α α α α= < ± < 上的

均匀分布，从P中取值的参数α 才能使生成的模拟数据达到平稳序列要求；令 1σ τ= ，其中τ 的先验分

布取Ga(1, 2)。 
模拟实验得到参数α ，σ 的频率分布直方图和后验分布密度函数曲线，见图 1、图 2。 
 

 
Figure 1. Parameter alpha frequency distribution histogram and post-
erior distribution density function curve 
图 1. 参数 α频率分布直方图和后验分布密度函数曲线 

 

 
Figure 2. Parameter sigma frequency distribution histogram and post-
erior distribution density function curve 
图 2. 参数 σ频率分布直方图和后验分布密度函数曲线 
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最终通过图 1、图 2 取得α 、σ 的后验均值作为参数估计值，并得到α 、σ 的近似贝叶斯估计值，

见表 1。 
 

Table 1. Parameter estimate of AR(2) model 
表 1. AR(2)模型的参数估计值结果 

参数 1α  
2α  σ  

ABC算法估计值 0.3148466 −0.3994581 0.4983064 

ABC算法估计值标准差 0.0457921 0.01169089 0.5468507 

最小二乘估计值 0.2958 −0.4187 0.4720169 

最小二乘估计值标准差 0.0407 0.0407 / 

 
通过表 1 可以得知，近似贝叶斯方法、最小二乘法得出的参数估计值都与真实值接近，具有较好的

估计效果。虽然近似贝叶斯方法与最小二乘法的参数估计效果相当，但近似贝叶斯方法可以得到参数的

“近似后验分布”，从而可以估计参数的其余性质。 

4. 实例分析 

本文选用 1998 年 1 月到 2016 年 12 月国际布伦特原油期货月度收盘价格数据，共 228 个。用 RStudio
软件画出数据的时序图，由图 3 可看出数据是不平稳序列，故对数据先取对数，再进行一阶差分处理，

得到原油期货月度收盘价格对数增量序列的时序图，见图 4。 
 

 
Figure 3. Crude oil futures closing price series 
图 3. 原油期货收盘价序列 
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Figure 4. Crude oil futures closing price’s logarithm increment series 
图 4. 原油期货收盘价对数增量序列 

 

 
Figure 5. PACF diagram 
图 5. PACF 图 

 

可以发现图 4 数据分布大致平稳，故对其进行单位根检验得知增量序列不存在单位根，所以原油期

货月度收盘价格增量序列为平稳时间序列。通过偏相关函数(PACF 图)，见图 5，初步认为适合该数据的

模型为 AR(1)模型。从图 3、图 4 中可以看出，受 2008 年金融危机影响，数据在 2008 年时有较大波动，

存在异常值，使用最小二乘法去估计参数可能存在误差；所以我们可以运用近似贝叶斯算法去估计这个

模型的参数，得到参数 1α ，σ 的频率分布直方图和后验分布密度函数曲线，见图 6，图 7。 
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Figure 6. Parameter alpha1 frequency distribution histogram and post-
erior distribution density function curve 
图 6. α1的频率分布直方图与后验分布密度函数曲线 

 

 
Figure 7. Parameter sigma frequency distribution histogram and post-
erior distribution density function curve 
图 7. σ的频率分布直方图与后验分布密度函数曲线 

 

最终通过图6，图7取得 1α ，σ 的后验均值作为参数估计值，见表2。 
 

Table 2. Parameter estimate 
表 2. 参数估计值 

 近似贝叶斯估计值 近似贝叶斯估计值标准差 

1α  0.209979 0.03841208 

σ  0.3990973 0.2787664 
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5. 总结 

本文基于近似贝叶斯方法和最小二乘法这两种方法，对 AR(p)模型参数估计问题进行分析研究，并

针对 AR(2)模型，应用本文中两类方法对参数估计的效果进行模拟及验证分析。通过数据模拟实验，发

现这两种方法都能得到相应的模型参数的值，且模拟得到的参数值与真实值很接近；通过实例分析得知，

近似贝叶斯方法对参数估计应用范围更广，能够在数据存在异常值等复杂的情况下使用。针对 AR(p)模
型参数估计方法进行研究时，以下问题值得在未来作进一步的思考和研究：能否把近似贝叶斯方法应用

到更加复杂的时间序列模型中，如 ARMA 模型。 
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