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摘 要

我们研究两个竞争对手在不同扩散策略下的 Lotka-Volterra 反应 -扩散 -平流模型。一种是通过
扩散和向更有利自己的环境定向移动来扩散，另一种是通过扩散和向逃离更有利于竞争对手的环

境定向移动来扩散。我们表明：在适当的条件下，具有逃离更有利于竞争对手生存环境能力的物

种可能不具有竞争优势，即使它扩散得比其竞争对手要慢。我们将通过研究系统的主特征值如何

依赖于这些速率，来检验扩散速率 µ 和 d 以及有向运动速率 α 和 β 对竞争系统动力学的影响。

我们的方法是对主特征值进行扰动分析。
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Abstract

We study a reaction-diffusion-advection model for two competitors under different
diffusion strategies. One is by diffusion together with directed movement toward more
favorable environments, the other by diffusion together with directed movement away
from an environment more conducive to competitors. We show that, under the right
conditions, a species with the ability to escape from an environment more conducive
to its competitors may not have a competitive advantage, even if it diffusivity is more
slowly than its competitors. We will examine the effects of the diffusion rates µ and d

and the rate of directed movement α and β on the dynamics of the competition
model by studying how the principal eigenvalues in model depend on those rates. The
mathematical approach is a perturbation analysis of principal eigenvalues.
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1. 引言

扩散对种群生态和进化的影响已经从不同的角度得到了广泛的研究; 参见文献 [1–7] 和那些著
作中引用的参考文献. 确定哪一种扩散模式可以被期望赋予某种选择性或生态优势的问题已经被
许多研究人员用各种建模方法研究过，(例如: McPeek 和 Holt [2]，Holt 和 McPeek [4]，Dockery
等人 [5]，Hutson 等人 [6]，Belgacem 和 Cosner [8]，Cosner 和 Lou [9]). Cosner 和 Lou [9] 认为，
扩散与沿着资源梯度向上的定向移动相结合是条件分散的一个例子，因为分散方向的偏差取决于

资源的空间分布. 此外，文献 [8, 9] 中还表明，扩散与沿资源梯度向上的定向移动相结合的条件扩
散有时 (但不总是) 可以使持久性更有可能. 这种有向运动在描述扩散方程中引入了平流项. Lou 等
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人在 [10] 中研究了以下的模型

∂u
∂t

= ∇ · [µ∇u− αu∇m] + u(m− u− v), in Ω× (0,+∞),

∂v
∂t

= ∇ · [υ∇v] + v(m− u− v), in Ω× (0,+∞),

µ ∂u
∂n⃗

− αu∂m
∂n⃗

= υ ∂v
∂n⃗

= 0, on ∂Ω× (0,+∞),

u0(x) ≥, ̸≡ 0, v0(x) ≥, ̸≡ 0, in Ω.

(1)

他们的研究表明：在适当的条件下，向有利环境移动的竞争对手可能具有竞争优势.

本文是研究如下的一种情况：即两个竞争对手在资源利用方面在生态上是相同的，但它们的

模式不同. 我们将对两个竞争对手的分散模式做出不同的假设，具体来说，我们将假设两个竞争对
手的分布都具有随机扩散，但当资源以空间异质性的方式分布时，其中一个竞争对手有沿着资源

梯度向上移动的趋势，而另一个竞争对手也有沿着资源梯度向上移动的趋势但方向是逃离有利于

另一个竞争对手生长的环境，分析扩散与沿着资源梯度向上移动的定向运动相结合的运动对竞争

系统的联合影响. 假设初始函数 u0, v0 ∈ C(Ω̄)，并且令 aij = 1,m1 = m2 = m.

∂u
∂t

= ∇ · [µ∇u− αu∇m] + u(m− u− v), in Ω× (0,+∞),

∂v
∂t

= ∇ · [d∇v + βu∇m] + v(m− u− v), in Ω× (0,+∞),

µ ∂u
∂n⃗

− αu∂m
∂n⃗

= d ∂v
∂n⃗

+ βv ∂m
∂n⃗

= 0, on ∂Ω× (0,+∞),

u0(x) ≥, ̸≡ 0, v0(x) ≥, ̸≡ 0, in Ω,

(2)

其中 α, β > 0，加号代表的是物种 v 从有利于物种 u 生存的环境中逃离的方向. 其中 u, v 分别代
表两个物种在位置为 x，时间为 t 的情况下的种群密度，mi(x) ∈ C2(Ω) 表示非均匀资源的密度，

非负函数 aij(x) ∈ C2(Ω) 是两物种在位置为 x 处的强度. 这里的扩散系数 µ, d 和平流率 α, β 分别

代表的是物种 u，v 在位置 x 处的随机扩散率和平流速率. 集合 Ω ⊂ RN 代表的是封闭环境同时有

光滑的边界条件 ∂Ω. n⃗ 为边界 ∂Ω 上的单位外法向量. 无通量边界条件表明，该系统是自包含的，
且跨越边界的总体通量为零.

我们通过对系统在平衡解周围线性化，对主特征值进行扰动分析来确定物种平衡解的稳定性

(即不可入侵性). 我们的结论是在适当的条件下，具有逃离更有利于竞争对手生存环境能力的物种
可能不具有竞争优势，即使它扩散得比其竞争对手要慢. Cosner 和 Lou [9] 已经表明：沿着资源梯
度向上移动并不总是对单个种群有利，即使是在封闭的环境中. 只有在对单一物种有利的情况下，
条件扩散才有望赋予竞争优势. 当底层空间环境是凸形时，沿着资源梯度向上移动总是有益的，关
于这一点的进一步讨论请参见 [9]. 我们采取的方法是在封闭但空间变化的环境中建立了两个竞争
对手的 Lotka-Volterra 扩散模型，然后通过改变一个物种的扩散速率和引入平流项，同时改变另
一个物种的扩散速率和引入反向的平流项来干扰模型. 在本文的第二部分，我们回顾了它们分析所
需的预备知识. 在第三部分，我们给出了主要结论并进行了证明.
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2. 预备知识

定义 1. Ԛ (ũ, 0), (0, ṽ) Ѱ⁗ශࡡ࠼ (2) Ⲻঀᒩࠗᒩ㺗䀙θެѣ ũ, ṽ ぁⲺ୥жᯯࡍѰсࡡ࠼

䀙 
∇ · [µ∇ũ− αũ∇m] + ũ(m− ũ) = 0, in Ω,

µ ∂ũ
∂n⃗

− αũ∂m
∂n⃗

= 0, on ∂Ω,

(3)


∇ · [d∇ṽ + βṽ∇m] + ṽ(m− ṽ) = 0, in Ω,

d ∂ṽ
∂n⃗

+ βṽ ∂m
∂n⃗

= 0, on ∂Ω.

(4)

系统 (2) 的一部分行为是由系统的平衡解及其稳定性决定的. 我们将简要回顾一些关于两种竞
争模型的动力学如何受到其平衡解的影响的标准结果. 有关更完整和详细的讨论，参见 [7] 或 [11].

类似文献 [10] 的 logistic 模型的行为分析，系统 (2) 的行为很大程度上依赖于半平凡平衡解

(ũ, 0) 和 (0, ṽ) 的稳定性. 如果 (ũ, 0) 不稳定，系统 (2) 的初始解 (u, v) 接近 (ũ, 0) 并将收敛于 (2)
的某个平衡解 (u∗, v∗)，而且 ũ∗ < ũ，v∗ > 0. 因此在这种情况下，当 u 已经建立了平衡状态 ũ

时，物种 v 的少量个体仍可以入侵系统. 类似地，如果 (0, ṽ) 是不稳定的，那么当 v 建立了平衡状

态，系统仍将被 u 入侵. 由于上述性质，可以合理地得出结论: 当 (ũ, 0) 是稳定的且 (0, ṽ) 是不稳

定的，u 比 v 具有竞争优势; 类似地，如果情况反过来，v 比 u 更有优势. (ũ, 0) 和 (0, ṽ) 的稳定性

是由 (2) 对 (ũ, 0) 和 (0, ṽ) 进行线性化后的主特征值的符号决定的.

特别地，如果问题 (5) 的主特征值是负的，则说明 (ũ, 0) 是稳定的；若是正的，则 (ũ, 0) 是不

稳定的. ∇ · (d∇φ+ βφ∇m) + (m− ũ)φ = σφ, on Ω,

d∂φ
∂n⃗

+ βφ∂m
∂n⃗

= 0, on ∂Ω,
(5)

同样，如果问题 (6) 的主特征值是负的，则说明 (0, ṽ) 是稳定的；若是正的，则 (0, ṽ) 是不稳定的.∇ · (µ∇ϕ− αϕ∇m) + (m− ṽ)ϕ = τϕ, on Ω,

µ∂ϕ
∂n⃗

− αϕ∂m
∂n⃗

= 0, on ∂Ω,
(6)

通过令 Ψ = e
β
dmφ，Φ = e−

α
µmϕ，(5) 和 (6) 可以改写为d∇2Ψ− β∇m · ∇Ψ+ (m− ũ)Ψ = σΨ, on Ω,

∂Ψ
∂n⃗

= 0, on ∂Ω,
(7)

和 µ∇2Φ+ α∇m · ∇Φ+ (m− ṽ)Φ = τΦ, on Ω,

∂Φ
∂n⃗

= 0, on ∂Ω,
(8)

我们将通过研究 (7) 和 (8) 中的主特征值如何依赖于这些速率，来检验扩散速率 µ 和 d 以及有向
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运动速率 α 和 β 对竞争模型 (2) 动力学的影响.

本文的主要结果将基于对 (5) 和 (6) 的主特征值的扰动分析. 该扰动分析基于以下引理:
引理 1. ᇐٽ µ0 > 0 ૂ α0 ≥ 0, β0 ≥ 0θԚ σ0(µ, d, α, β) ૂ τ0(µ, d, α, β) Ѱࡡ࠼ (5) ૂ (6) Ⲻ

ѱ⢯ᖷٲχ❬੄൞ (µ, d, α, β) Ⲻ䛱ต (µ0, µ0, α0, β0) 䱺䘇θσ0(µ, d, α, β) ૂ τ0(µ, d, α, β) ᱥਥᗤⲺ

ᒬד䎌ӄ µ, d, α ૂ β. ሯᓊⲺᖈжौ⢯ᖷ࠳ᮦ൞ (µ0, µ0, α0, β0) Ⲻ䛱ต޻ҕᱥਥᗤⲺθҕד䎌ӄ

µ, d, α, β.
引理 2. 㤛 Ω ⊆ R ᱥжѠ॰䰪ᡌ㘻 Ω ⊆ RN ᱥ࠮Ⲻθࡏ〥࠼

∫
Ω
θ∇θ∇mdx ᱥ↙Ⲻ.

在 [10] 中给出了引理 1 和引理 2 的证明. 相关结果也在文献 [1, 8, 12, 13] 中进行了讨论.

3. 主要结果及证明

为了评估扩散和定向运动对系统的影响，本节的主要目的是了解这些主特征值对 µ, d 和 α, β

的依赖关系. 我们将考察当 µ0 > 0 时，(2) 中的参数从 (µ0, µ0, 0, 0) 到 (µ, d, α, β) 的扰动结果.
当 µ = d = µ0 和 α = 0, β = 0 时，(3) 中的物种平衡解 ũ 和 (4) 中的物种平衡解 ṽ 分别定义为

ũ = ṽ = θ，且 θ 是下面方程的唯一正解µ0∇2θ + (m− θ)θ = 0, in Ω,

∂θ
∂n⃗

= 0, on ∂Ω.
(9)

令 (µ, d, α, β) = (µ(s), d(s), α(s), β(s)),此时 µ(s), d(s), α(s)和 β(s)是光滑函数且 µ(0) = d(0) = µ0

和 α(0) = 0, β(0) = 0. 当 µ(0) = d(0) = µ0 和 α(0) = 0, β(0) = 0，对于任何正 P0，我们可以

在 (7) 中选择 Ψ = P0θ > 0，σ = 0，在 (8) 中选择 Φ = P0θ > 0，τ = 0. 因此，我们有
σ0 = (µ0, µ0, 0, 0) = τ0 = (µ0, µ0, 0, 0) = 0，我们将得到 P0 = ( 1∫

Ω
θ2dx

)
1
2，并要求特征函数 Ψ0 和

Φ0 分别于 σ0 和 τ0 相一致，且∫
Ω

(e−
β
dmΨ0)

2dx = 1,

∫
Ω

(e
α
µmΦ0)

2dx = 1.

根据引理 1 和对 (µ(s), d(s), α(s), β(s)) 的假设，我们可以将参数 µ, d, α, β，平衡解 ũ, ṽ，Ψ0,Φ0

归一化的形式以及主特征值 σ0, τ0 写成

µ = µ0 + sµ1 + o(s), d = µ0 + sd1 + o(s),

α = α1s+ o(s), β = β1s+ o(s),

ũ = θ + u1s+ o(s), ṽ = θ + v1s+ o(s),

Ψ0 = P0θ +Ψ1s+ o(s), Φ0 = P0θ +Φ1s+ o(s),

σ0 = σ1s+ o(s), τ0 = τ1s+ o(s).

因此，在 (µ, d1, α1, β1) 方向上 (µ0, µ0, 0, 0) 的微扰，σ0 和 τ0 的符号与 σ1 和 τ1 的符号相同.
定理 1. ᇐٽ Ω ⊆ R ᱥжѠ॰䰪θᡌ㘻 Ω ⊆ RN ᱥ࠮Ⲻθֵᗍ∫

Ω

θ∇θ∇mdx > 0.

DOI: 10.12677/aam.2022.111061 541 应用数学进展

https://doi.org/10.12677/aam.2022.111061


汪建俏

Ԛ (µ, d, α, β) = (µ0 + sµ1 + o(s), µ0 + sd1 + o(s), α1s+ o(s), β1s+ o(s). ྸ᷒

α1 + β1 > (µ1 − d1)(

∫
Ω
|∇θ|2dx∫

Ω
θ∇θ∇mdx

),

ᖉࡏ s > 0 䏩ཕቅⲺᰬθᡇԢᴿ

σ0(µ, d, α, β) < 0 < τ0(µ, d, α, β)

ૂ

τ1 = −σ1 =
(d1 − µ1)

∫
Ω
|∇θ|2 + (α1 + β1)

∫
Ω
θ∇θ∇m∫

Ω
θ2

.

证明. 如果我们将这些表达式代入 (2)，(7) 和 (8)，S 中 0 阶项去掉了，S 阶项满足以下关系:
对于 (ũ)

µ1△θ + µ0△u1 −∇(α1θ∇m) + (m− 2θ)u1 = 0, on Ω, (10)

对于 (ṽ)

d1△θ + µ0△v1 +∇(β1θ∇m) + (m− 2θ)v1 = 0, on Ω, (11)

对于 (Ψ0 和 σ0)

d1P0△θ + µ0△Ψ1 − β1P0∇θ∇m+ (m− θ)Ψ1 − u1P0θ = σ1P0θ, on Ω, (12)

对于 (Φ0 和 τ0)

µ1P0△θ + µ0△Φ1 + α1P0∇θ∇m+ (m− θ)Φ1 − v1P0θ = τ1P0θ, on Ω. (13)

在 (10)-(13) 表示状态变量的项 (θ, u1, v1,Φ1,Ψ1) 满足边界条件:

∂θ
∂n⃗

= ∂v1
∂n⃗

= ∂Φ1

∂n⃗
= ∂Ψ1

∂n⃗
= 0,

µ0
∂u1

∂n⃗
− α1θ

∂m
∂n⃗

= 0, on ∂Ω,

µ0
∂v1

∂n⃗
+ β1θ

∂m
∂n⃗

= 0, on ∂Ω.

(14)

为了分析 σ0 是如何依赖扰动的，我们将 (12) 写成

µ0△Ψ1 + (m− θ)Ψ1 + d1P0∇θ − u1P0θ − β1P0∇θ∇m = σ1P0θ, (15)

然后将其乘以 θ，并在 Ω 处进行积分. 根据散度定理和 (14)∫
θ△Ψ1dx =

∫
(△θ)Ψ1dx,

∫
Ω

θ△θdx = −
∫
Ω

|∇θ|2dx, (16)
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所以在使用 (9) 后，(15) 中的前两个项就消失了. 将其除以 P0，得到

−d1

∫
Ω

|∇θ|2dx− β1

∫
Ω

θ∇θ∇mdx− u1

∫
Ω

θ2dx = σ1

∫
Ω

θ2dx. (17)

为了计算 (17) 中的第二个积分，我们可以将 (10) 写成

µ0△u1 + (m− θ)u1 + µ1△θ −∇(α1θ∇m) = θu1. (18)

将 (18) 乘以 θ，在 Ω 处进行积分，应用散度定理，并使用 (9) 得到∫
∂Ω

µ0θ
∂u1

n⃗
ds− µ1

∫
Ω

|∇θ|2dx+ α1

∫
Ω

θ∇θ∇mdx−
∫
∂Ω

α1θ
2 ∂m

∂n⃗
ds =

∫
Ω

u1θ
2dx. (19)

通过在 u1 上的边界条件 (14)，(19) 中左边的第一项和最后一项消去，使得

−µ1

∫
Ω

|∇θ|2dx+ α1

∫
Ω

θ∇θ∇mdx =

∫
Ω

u1θ
2dx. (20)

将 (20) 代入 (17) 得到 σ1

σ1 =
(µ1 − d1)

∫
Ω
|∇θ|2dx+ (−α1 − β1)

∫
Ω
θ∇θ∇mdx∫

Ω
θ2dx

. (21)

τ0 与 σ0 的分析结果基本一致. 将 (13) 乘以 θ，应用散度定理积分，用 (9) 消去一些项，

−µ1

∫
Ω

|∇θ|2dx+ α1

∫
Ω

θ∇θ∇mdx−
∫
Ω

v1θ
2dx = τ1

∫
Ω

θ2dx. (22)

将 (21) 乘以 θ，积分并使用 (9) 得到

µ0△v1 + (m− θ)v1 + d1△θ +∇(β1θ∇m) = θv1. (23)

类似以上内容，我们得到

τ1 =
(d1 − µ1)

∫
Ω
|∇θ|2dx+ (α1 + β1)

∫
Ω
θ∇θ∇mdx∫

Ω
θ2dx

.

定理证毕.

注. 当 µ1 > d1，因此扰动使第一个竞争者的扩散速率大于第二个，如果 β1 > 0 足够大，由 (21)
知 σ1 < 0，τ1 > 0，则第一个竞争者仍然可以获得优势.

4. 结论

在文献 [10] 中，物种 u 是通过扩散和向更有利的环境定向移动, 物种 v 只有简单的扩散. 在适
当的条件下，向更有利的环境移动的竞争对手可能具有竞争优势，即使它扩散得比其他竞争对手

DOI: 10.12677/aam.2022.111061 543 应用数学进展

https://doi.org/10.12677/aam.2022.111061


汪建俏

更快. 而本文与文献 [10] 的不同之处在于：一种是通过扩散和向更有利自己的环境定向移动来扩
散，另一种是通过扩散和向逃离更有利于竞争对手的环境定向移动来扩散. 在适当的条件下，具有
逃离更有利于竞争对手生存环境能力的物种可能不具有竞争优势，即使它扩散得比其竞争对手要

慢.
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