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摘  要 

在任何生物经济学研究中，市场价格都是最重要的工具之一。养殖户的每一步都取决于其市场价格。羊的

市场价格与消费者的需求量，羊的市场供给量有密切的关系。本文以羊养殖为例，以Logistic增长模型为

基础，根据市场价格变化对养殖户行为的影响建立了价格影响下的动态单种群养殖模型，利用定性理论

证明了平衡点的存在性、局部稳定性、极限环的不存在性、出现的跨临界点分支，利用Poincar-Bendixson
准则证明平衡点的全局稳定性。该模型与内蒙古地区每年年底羊的存栏量数据相吻合，通过重要参数变

化下的分支现象进行现实解释，可以发现养殖成本、出栏率、市场需求量对当前养殖量的影响，反映了

动态价格影响下，养殖量的变化过程，为养殖户的长期决策提供了一定的建议。 
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Abstract 
In any Bioeconomic research, market price is one of the most important tools. Every step of far-
mers depends on their market price. The market price of sheep is closely related to the demand of 
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consumers and the market supply of sheep. Taking sheep breeding as an example, based on the 
logistic growth model, a dynamic single population breeding model under the influence of market 
price change on Farmers’ behavior is established. The existence, local stability, nonexistence of 
limit cycle and cross critical point branches of the equilibrium point are proved by using qualita-
tive theory, and the global stability of the equilibrium point is proved by using Poincar Bendixson 
criterion. The model is consistent with the data of sheep stock at the end of each year in Inner 
Mongolia. Through the realistic explanation of the branching phenomenon under the change of 
important parameters, we can find the impact of breeding cost, marketing rate and market de-
mand on the current breeding quantity, reflect the change process of breeding quantity under the 
influence of dynamic price, and provide some suggestions for farmers’ long-term decision-making. 
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1. 引言 

在自然界中存在各种生物资源，如海洋中的鱼群、养殖场中羊群等，如何将这些有限生物资源可持

续的开发和利用，是当今经济管理学家和生态学者都关心的问题。动力学的方法对研究种群生态学的相

关问题，特别是研究种群个体数量和结构的变化规律问题有着重要作用。 
单种群生物模型是种群生态学中发展最早的数学模型，文献[1] [2] [3]给出了一些单种群增长模型，

文献[4] [5] [6]描述了许多被开发的单种群生物模型，对模型进行了定性分析之后，确定了最大捕捞量和

可持续量。文献[7] [8]研究了自治单种群捕获模型，以最大可持续捕获量为决策目标，得到了最优开发策

略。但是捕获量不能直接影响经济效益，换句话说，捕获量大未必经济效益就好，还与劳动成本、市场

价格等因素有关。文献[9]中 Gordon H S 假设生产的单位生物量价格和生产成本都是常数，并把价格和成

本因素引入生物模型中，确定了最优生产是将收入和成本之间的差异最大化。Clark C W [10]研究数学生

物经济学，致力于求解一些单种群捕获模型的最优捕获策略。文献[11] [12]讨论了以最大可持续捕获量和

最大净收益为决策目标，研究了单种群生物模型，得到最优捕获策略。 
这些模型都给出了开放获取的概念，而忽视了市场自由概念，忽视了供求之间的平衡，价格是一个

长期浮动变化的变量，因此 Clark C W [13]从经济学的角度出发，将价格作为变量处理，对此前的模型进

行了补充。文献[14] [15]中对价格随供求变化的开放式单种群捕获模型进行研究，建立了一般生产函数，

用微分方程定性与稳定性理论分析了模型的动力学行为，并从生物经济学的角度出发解释了相关结果。

高海音[16]建立了具有 Gompertz 增长的单种群模型，建立了价格成本变化的单种群经济捕捞模型。他们

的研究都是通过微分方程的定性理论得到单种群生物资源的最优收获策略，目前还有一些研究是通过最

优控制理论得到最优捕获策略。比如，文献[17]利用最大化原理考虑了在可变价格与可变成本下，开放式

单种群捕获模型的最优策略，并针对 Logistic 模型进行了具体讨论，得到了最优控制的隐式表达。文献[18]
也利用最大化原理，讨论了养殖式单种群生物模型，在贴现率为 0 和价格为常数情况下，饲养场最优生

产方案，但是这与市场规律不符合，在实际过程中，价格会随着供应的改变而改变。大多数的单种群模

型都是开放式单种群捕捞模型，关于养殖式单种群捕捞模型的讨论很少，养殖式单种群模型具有一些特
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殊性，所以还需要很多工作。 
在任何生物经济学研究中，市场价格都是最重要的工具之一。目前的研究虽然考虑了价格受市场供

求的影响，但是市场的影响是双向的，反过来说，价格也会影响市场供应，进而影响资源的开发。养殖

户的每一步都取决于其市场价格。羊的市场价格与消费者的需求量，羊的市场供给量有密切的关系。如

何将其互相影响的关系建立起来，是本文的研究目的之一。 
本文以羊养殖为例，以 Logistic 增长模型为基础，根据市场价格变化的动态影响建立了相应的改进

的价格影响下的动态养殖单种群模型，研究了其内在机理。本文的研究结构如下：在第 2 节中给出了价

格影响下的动态养殖模型及其参数的描述，第 3 节利用定性理论证明了平衡点的存在性、局部稳定性、

出现的跨临界点分支、极限环的不存在性以及平衡点的全局稳定性。第 4 节得出模型的解与内蒙古地区

年末羊存栏量数据进行拟合情况和一些重要参数的分支结果，并且给出了长期养殖状态。最后在第 5 节

中讨论主要发现和进一步研究范围。 

2. 模型的建立 

定义 ( )N t 为时间 t 种群的数量。种群在没有开发状态下，按照自然状态下进行生长，可以用经典的

logistic 增长模型来描述[19]： 

d 1
d
N NrN
t k

 = − 
 

                                    (1) 

该模型中 k 代表环境的最大承载量即代表着栖息地可以容纳的最大种群数量，是一个常数。 
为了获得经济收益，养殖户会对羊群进行开发和利用，假定羊群的生产函数是由当前种群数 ( )N t 和

出栏率θ 决定，进一步可得，生产函数如下： ( ) ( )h t N tθ=  
因此生物资源在受人们开发时，其增长曲线为： 

( )d 1
d
N NrN h t
t k

 = − − 
 

                                 (2) 

具体来说，对于羊养殖过程， ( )N t 为养殖场在 t 时刻羊的存栏量，如果生产的羊全部投入市场，那么生

产函数 ( )h t 表示 t 时刻转化为羊商品投放到市场的羊数量，当前存栏量的增长的趋势与(2)式一致。系统 

(2)的一个重要特征是，如果出栏率 rθ > ，羊群可能会灭绝，相反羊群的数量将会稳定到 * 1N k
r
θ = − 

 
其 

中 , ,r kθ 都为正数。无开发下的种群模型系统(1)，羊群永远不会灭绝，在 *N k= 时，趋于稳定。 
在实际的养殖过程中，羊的市场价格显然不是一成不变的，价格受供求关系的影响，在需求一定时，

供给量越小价格越高，供给量越大价格越低。市场价格为关于市场投放量 h 的函数。本研究参考 Clark C 
W 的价格函数： 

( ) 1 hp h a
b

 = − 
 

                                   (3) 

在这里，a 表示消费者愿意为羊支付的最高价格，b 表示以任何价格都可以出售的羊的最大数量可以反映 
市场羊的需求量，a 和 b 是独立的，都为正常数。可以发现， ( )

0
lim
h

p h a
→

= ， ( )lim 0
h b

p h
→

= 。当 h 趋近于 0 

值时，羊的市场价格趋于最大的市场价格 a，h 趋近于 b 值时，羊的市场价格趋近于 0。在实际情况下，

羊的供应和价格都不可能为 0，故而市场投放量 h 的取值范围为(0, b)。 
对养殖户来说，羊的市场价格变化对他们有一定的影响，当市场价格高时，养殖的收益增多，会吸
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引更多人投资养羊，相应的扩大养殖场，以增加当前养殖量。反之，当市场价格低时，养殖羊不收益，

或者收益不足，那么现存的养殖户，会离开这个行业，进而很多养殖场关闭，养殖规模缩小。由此，发

现了羊商品的市场价格对养殖规模的影响过程。市场价格对当前养殖量的动态影响如图 1 所示。 
 

 
Figure 1. Dynamic diagram of sheep breeding process 
图 1. 羊养殖过程动态图 

 
如果将羊市场价格的高低用一个价格阈值 0p 来描述，由于价格阈值不可能超过市场的最大价格，故

而 ( )0 0,p a∈ 。根据上述分析某一特定时间的最大养殖量随着该时间段羊市场价格和价格阈值 0p 之差而

变化，比例常数 0ε > 。我们都知道，受自然资源条件的限制，最大养殖量不可能无限制的扩张，把最大

养殖量的限制定义为 mk 。基于这些假设，建立了价格影响下的最大养殖量变化曲线： 

( )0
d 1
d m

k kp p
t k

ε
 

= − − 
 

                                (4) 

在模型(3)中，最大养殖量被认为是一个参数，模型(4)可以得到最大养殖量不是一个常数，而是一个随价

格变化的时变变量，由此可以得到市场价格动态影响下的养殖模型可以表示为： 

( )0

d 1
d

d 1
d m

N NrN N
t k

k kp p
t k

θ

ε

  = − −   


  = − − 
 

                               (5) 

将价格函数(3)代入系统(5)，我们得到了以下模型： 

( )
0

d 1
d

d 1 1
d m

N NrN N
t k

N tk ka p
t b k

θ

θ
ε

  = − −   


     = − − −         

                          (6) 

系统(6)初始条件 ( )0 0,N k R+∈ ，由价格函数的定义及其模型假设，模型(6)中使用的变量参数解释和取值

范围如表 1 所示。显而易见，模型(6)是 logistic 模型的推广，例如，如果 0ε = ，则该模型就是一个 logistic
模型。 
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Table 1. Description of parameters in model (6) 
表 1. 模型(6)中参数的描述 

参数 描述 范围 

r 每年羊群的內禀增长率 (0, 1] 

θ  肉羊每年的出栏率 (0, r) 

mk  养殖厂最大的养殖数量 无 

a 消费者愿意为一只羊支付的最高价格 无 

b 以任何价格都可以出售的最大羊数量 (0, k) 

0p  养殖厂开始进行扩张的价格阈值 (0, a) 

ε  比例系数 [0, 1] 

Nθ  t 时刻的出栏量 (0, b) 

3. 模型的动力学分析 

3.1. 解的正性和有界性 

在本节中，我们首先试图找到系统(6)的解是正的和有界的条件。 
定理 3.1：如果 k(t)总是非负的，且系统(6)的初始条件 N(0)为正的，则系统(6)的所有解都为正的，并

且有界。系统(6)正不变集和可行域为 ( ){ }2 |, 0 ,0m mN k R N k k k+Γ = ∈ < ≤ < ≤ 。 
证明：1) 正性：系统(6)的第一个方程可以改写为 

( ) ( )1
d 0
d

N t t
t

ρ =                                      (7) 

这里 ( )
( )
( )0 1 d

1 e 0
t N s

r s
k st

θ

ρ
  
− − +      

∫
= >  

因此， 
( ) ( ) ( )1 0 0N t t Nρ − =                                  (8) 

( ) ( ) ( )1
1 0 0N t t Nρ−= >                                 (9) 

根据假设 ( ), 0t k t∀ > ，可以得出结论，系统(6)的所有解都是正的。 
2) 有界性： 
从系统(6)的第二个方程可知， 

( ) ( )0
0 0

d 1 1 ,
d m m

p a kk N ka p a p
t b k k

θε
− 

= − − − ≤ − +
  
  

  


 


                 (10) 

所以有 ( )lim sup mh
k t k

→∞
≤ 。 

由系统(6)的第一个方程显而易见， mN k≤  
综上所示，可得系统(6)的可行域为 ( ){ }2 |, 0 ,0m mN k R N k k k+Γ = ∈ < ≤ < ≤ 。 

3.2. 平衡点的存在性 

接下来我们将讨论系统(6)中参数在定义范围下平衡点的存在性，显然，系统(6)总有一个零平衡点

https://doi.org/10.12677/aam.2022.117475


陈雅 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.117475 4485 应用数学进展 
 

( )1 0, mE k= ，系统(6)的正平衡点可通过解下列代数方程得到 
将价格函数(3)代入系统(5)，我们得到了以下模型： 

( )
0

d 1 0
d

d 1 1 0
d m

N NrN N
t k

N tk ka p
t b k

θ

θ
ε

  = − − =   
      = − − − =         

                        (11) 

对方程(11)进行转换可得， 

( ) ( )
( )

0 0m

br a p
k k k

a rθ θ
 −

− − =  − 
                             (12) 

易知(12)式的两个根为 1 mk k= ，
( )
( )

0
2

br a p
k

a rθ θ
−

=
−

 

对应代入(11)式第一个方程，对应求得 

( ) ( )0
1 2,m b a pr k

N N
r a
θ

θ
−−

= =  

然后可得系统(6)的两个正平衡点 ( )2 1 1,E N k= ， ( )3 2 2,E N k= 。我们知道当(12)式的判别式 

( ) ( ) 22
1 0 1 04 0mB B B a k r r b a pε θ θ ε∆ = − = − + −   = ，方程有两个相同的根，故而系统(6)有两个相同的正

平衡点。 
接下来为了便于下面讨论，现在定义 

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

1 0 0

2 0 0

1 0 0

, | 0 ,

, | ,

, | ,

D p p

D p p a

C p p

θ ψ θ

θ ψ θ

θ ψ θ

= < <

= < <

= =

 

此时， ( ) 2m mk a k a
a

rb b
ψ θ θ θ− + 。图 2 描绘了 1 2 1, ,D D C 在 0pθ − 平面内的位置。 

根据上面的分析我们很容易得到，(1)如果 ( )0 1, p Cθ ∈ ，系统(6)有两个相同的正平衡点 2E 。(2)如果

( )0 1 2, p D Dθ ∈ ∪ ，系统(6)有两个正平衡点 2 3,E E 。 
 

 
Figure 2. Location of 1 2 1, ,D D C  in the 0pθ −  plan 
图 2. 1 2 1, ,D D C 在 0pθ − 平面内的位置 
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3.3. 局部稳定性 

本文利用线性化技术给出了平衡点的不同稳定性。在这种方法中，如果在平衡点处计算的雅可比矩

阵的所有特征值都有负实部，则称平衡点是局部渐近稳定的(参见参考文献[20])。在任意平衡点 iE 处，系

统(6)的雅可比矩阵如下所示： 

( ) ( )

2

2

0

2

i

m m m

rN rNr
k kJ E

a pa ak ak
b k b k k b

θ

εε θ ε θ ε θ

 
− − 

 =
 −
− + − + 
 

                       (13) 

现在证明下列关于不同平衡点稳定性的定理，首先先来讨论零平衡点的局部稳定性， 
定理 3.2：系统(6)的零平衡点 1E 总是不稳定的。 
证明：系统(6)在无病平衡点 1E 处的雅可比矩阵为 

( ) ( )1 0

0

0
m

r
J E a p

k

θ
ε

− 
 = − − 
 

                              (14) 

特征值为 0r θ− > ，
( )0 0

m

a p
k

ε −
− < ，不满足所有的特征值都为负的，故而，零平衡点 1E 总是不稳定的。 

定理 3.3：如果 ( )0p ψ θ< ，系统(6)的正平衡点 2E 是局部渐进稳定的。 
证明：正平衡点 2E 的雅可比矩阵， 

( )

( )

( ) ( )

2

2
00

m

r
r

rJ E
a p a r
k br

θ
θ

ε ε θ θ

 −
 − +
 =  − −
 − + 
 

                        (15) 

然后， ( )2J E 的特征方程为： 

( ) ( ) ( )0 0
m

a p a r
r

k br
ε ε θ θ

λ θ λ
 − −

+ − − − =  
 

                        (16) 

在这种情况下，两个特征值分别为 1 rλ θ= − + ，
( ) ( )0

2
m

a p a r
k br

ε ε θ θ
λ

− −
= − ， 

当且仅当 ( )0,r pθ ψ θ< < ，可得 1 20, 0λ λ< < 。很容易得到，只要 ( )0p ψ θ< ，系统(6)的正平衡点 2E
是局部渐进稳定的。 

定理 3.4：如果 ( ) 0p aψ θ < < ，系统(6)的正平衡点 3E 是局部渐进稳定的。 
证明：不难求得正平衡点 3E 的雅可比矩阵， 

( )

( )

( )
( )

2

3
0 0

m

r
r

rJ E
r a pd

b k r

θ
θ

εε
θ

 −
 −
 =  −
 − + − 

                          (17) 

然后， ( )3J E 的特征方程为： 
2

0 1 2 0C C Cλ λ+ + =                                   (18) 
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其中， 

( ) ( )( )2
0

0 1 21,  ,  
m

a p rd r
C C r C

br k
ε θε θ

θ
− −−

= = − = −  

当 rθ < ， ( ) 0p aψ θ < < 时， 

1 1 2 1

2 1 2 2

0,
0,

C
C

λ λ
λ λ

∆ = + = − <
∆ = = >

 

可以看出，二次方程(18)的两个解将是负的或具有负实部， 3E 的两个特征值都将是负的或具有负实部，

因此，当 ( ) 0p aψ θ < < 时，系统(6)的正平衡点 3E 是局部渐进稳定的。 
在图 2 中，零平衡点 1E 存在时即为一个鞍点。如果 ( )0 1, p Dθ ∈ ，平衡点 2E 是局部渐进稳定的。如果

( )0 2, p Dθ ∈ ，平衡点 3E 是局部渐进稳定的。可以发现，参数 ( )0p ψ θ= ，两个正平衡点交换彼此稳定性，

表明跨临界分支出现的情况[21]，此时，其中一个特征值为零，接下来将利用正规形和中心流形理论来证

明的分支行为。 
定理 3.5：假设 rθ < ，当参数 0p 从 ( )0p ψ θ< 变化到 ( ) 0p aψ θ < < ，平衡点 2E 发生了跨临界点分支，

使得稳定结点 2E 变成鞍点 2E ，鞍点 3E 变为结点。 
证明：首先将平衡点坐标转换为(0, 0)，我们通过引入新变量进行坐标变换，如下所示： 

( )
,m

m

r k
N N k k k

r
θ−

= − = −
  

然后系统(6)变化如下： 

( )
( )
( )2

d
,d

d ,
d

N
N kNt J E

k k N k
t

µ

ν

 
        = +          

 








 




                             (19) 

其中， 

( )
( )2

2

0 0

r
rJ E r

θ
θ

 −
 − +=  
 
 

 

( ) ( ) ( )2 32
, ,

m m

r NkrNN k O N k
k k

θ
µ

−
= − + +






 
   

( ) ( )3
, ,

m

a NkN k O N k
bk

ε θν = − +



 
   

当 ( )0p ψ θ= ， ( )2J E 的特征值 1 rλ θ= − ， 2 0λ = ， 
变化矩阵 T 

1

0 1

r
T r

θ− 
 =   
 

 

坐标变化 

1 ,
Nx

T
y k

−   
=        





                                   (20) 
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令 ( )d dr tθ τ− = 将系统(19)化为标准型 

( )
( )

d
,1 0d

,d 0 0
d

x
x yN

x yy k

µτ

ν
τ

 
     
     = +

          
 









                             (21) 

其中 

( ) ( )
( )( ) ( )

2
3

2, ,
m mm

br a rrx a xyx y O x y
k r brkbr k

ε θ θ ε θµ
θ

+ −
= − − +

−
  

( ) ( ) ( )
2

3, ,
m m

a xy a yx y O x y
bk r brk
ε θ ε θν

θ
= + +

−
  

通过局部中心流形定理，使得存在一个中心流形 ( ) ( )32x h y hy o y= = + ，满足 

( ) ( )3d d2
d d

x yhy O y
τ τ
= +                                  (22) 

可得
( )( ) ( )32

2
m

br a r
h y O y

br k
ε θ θ 

 
−


+



+
−  

所以，
( )( )

2
m

br a r
h

br k
ε θ θ+ −

= 将
( )( ) ( )32

2
m

br a r
x y o y

br k
ε θ θ+ −

= + ，代入系统(21)的第一个方程，可得 

( )
2

32d
d m

y a y y O y
brk
ε θ

τ
= +                                 (23) 

通过 ( )d dr tθ τ− = 逆缩 

( ) ( )
2

32d
d m

a r yy y O y
brk

ε θ θ
τ

−
= − +                             (24) 

由此，根据文献[22]定理 7.1 可得平衡点 2E 是一个结点，假设 rθ < ，若从 ( )0p ψ θ< 变化到 ( ) 0p aψ θ < < ，

稳定结点 2E 变成鞍点，鞍点 3E 变成结点，证毕。 

3.4. 全局稳定性 

本节我们考虑正平衡点 2E ， 3E 的全局渐近稳定。此类研究最常用的方法是构造 Lyapunov 函数，但

是对于系统(6)，构造 Lyapunov 函数相对困难，因此，我们采用 Poincar-Bendixson 定理(参考文献[23])，
首先证明原系统中不存在极限环。 

定理 3.6：系统(6)不存在极限环。 
证明：在大部分文献中，证明的方法是 Dulac 准则。这个准则是针对于光滑向量场的，显而易见系

统(6)是一个光滑的向量场。 
若系统(6)存在极限环，那么它必存在于可行域内， ( ){ }2 |, 0 ,0m mN k R N k k k+Γ = ∈ < ≤ < ≤  
选择 

( ) ( )
1,

m

B N k
k k N

=
−

                                (25) 
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设 

( ) ( )1 , 1 Nf N k rN N t
k

θ = − − 
 

                             (26) 

( )2 0, 1 1
m

N kf N k a p
b k
θε

  = − − −  
  


 
  

                          (27) 

然后可得，对于 0 mN k< ≤ ， 0 mk k< <  

( ) ( )
( )

( )

( )

01 2

0

m m m m

m

a pBf Bf r rN a
N k N k k k k k k k N bk

r
k k k

εθ ε θ   −∂ ∂ ∂ − ∂
+ = − + −   ∂ ∂ ∂ − − ∂    

= − <
−

              (28) 

对于任意的 0 mk k< < ，都有
( ) ( )1 2Bf Bf

N k
∂ ∂

+
∂ ∂

总是负的，证毕。 

定理 3.7：如果 ( )0 1, p Dθ ∈ ， 2E 是全局渐进稳定的。反之，如果 ( )0 2, p Dθ ∈ ， 3E 是全局渐进稳定的 
证明：由定理 3.2，如果 ( )0 1, p Dθ ∈ ， 2E 是局部渐进稳定的，根据 Poincar-Bendixson 定理，在可行

域Γ内每个轨迹都接近一个平衡点，故而 2E 是全局渐进稳定的。 
同理如果 ( )0 2, p Dθ ∈ ， 3E 也是全局渐进稳定的。 

4. 模拟结果 

在这一部分中，我们通过将模型解与 2010 年至 2020 年报告的内蒙古年底羊存栏量数量(见表 2)进行

拟合，用最小二乘法拟合来确定模型的合理性，并估计参数 0p 和 mk 。 
 

Table 2. Annual sheep stock in Inner Mongolia from 2010 to 2020 
表 2. 2010~2020 内蒙古地区年度羊存栏量 

年份 2010 2011 2012 2013 2014 2015 

年底羊存栏量(万只) 5277.2 5275.95 5144.05 5239.21 5569.28 5777.8 

年份 2016 2017 2018 2019 2020  

年底羊存栏量(万只) 5506.24 6111.93 6001.92 5975.89 6074.2  

4.1. 参数描述 

在进行数值模拟之前，我们首先确定模型(6)中参数值。然而，涉及肉羊的数据不容易获得，我们必

须依靠在线新闻、假设估计或数据拟合。在模型(6)中，时间单位为年，表 3 给出了参数值和变量初始值。 
(A) 根据价格函数 ( ) ( )1p h a h b= − ，根据羊的市场价格和市场供应量，采用最小二乘法进行线性拟

合，可以得到参数 a 和 b 的值，可以见表 3。 
(B) 在新疆地区，羊群的净生殖率约为 153%，世代时间约为 15~18 个月，由此可得羊群的內禀增长

率为 ( )ln 1.53 0.67 0.83r = ≈  [24]。羊的存栏时间大约为两到三年，因此估计出羊的出栏率为 0.48θ = 。 
(C) 当羊肉市场价格超过价格阈值时，养殖户有两种选择，一种是扩张养殖规模，一种是保持现有

的养殖规模，故而比例系数可以确定为 0.5。在该模型中，时间单位为年。参数值见表 3。 
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Table 3. Values of parameters in model (6) 
表 3. 模型(6)中参数的取值 

参数 取值 范围(95%置信区间) 来源 

r 0.83 (0, 1] (B) 

θ  0.0808 [0.0805, 0, 812] 拟合 

mk  7.3383 × 107 [7.3317 × 107, 7.3471 × 107] 拟合 

A 4506 [1507.2, 7269] (A) 

B 4.692 × 107 [2.16 × 107, 11.3 × 107] (A) 

0p  2635 (0, a) 估计 

ε  0.5 无 (C) 

4.2. 数值模拟 

利用系统(6)，模拟了内蒙古地区 2010 年到 2020 年年底的羊存栏量的数据，并预测未来肉羊存栏量的

发展趋势。 ( )N t 是实际上内蒙古地区每年年底的存栏量， ( )N t 是理论上的第 t 年每年年底的存栏量，满足， 

d 1
d
N NrN N
t k

θ = − − 
 

 

根据表 2 中 2010 年到 2020 年肉羊的存栏数据，最小二乘拟合用于获取参数值θ 和 0k ，满足： 

( ) ( )
2020 2

2010
min

t
N t N t

=

 − ∑  

由于信息错误和实践中的漏报，肉羊存栏的数据存在一定的随机误差。因此，假设实际数据 ( )N t 存在泊

松分布误差。进行了 1000 次随机模拟，数据拟合结果如图 3 所示，数值模拟表明，具有合理参数值的模

型与报告的实际数据具有良好的匹配性，估计的参数值如表 2 所示。 
 

 
Figure 3. The fitting results between the dynamic model and the stock of sheep, in which the blue dotted line is the 95% 
confidence interval, the blue solid line is the average value, and the red star point is the actual data 
图 3. 动力学模型与羊存栏量的拟合结果，其中蓝色虚线为 95%置信区间，蓝色实线为平均值，红色星点为实际数据 
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4.3. 单参数变化下的分支描述 

本节我们探究模型中重要参数 0 , ,p bθ 对当前养殖量长久发展的潜在影响。根据数值模拟我们预测了

参数值，接下来考虑以下两组假设参数值： 

(a) 7 7
00.83, 0.4, 0.5, 4506, 4.692 10 , 7.338 10 , 2000mr a b k pθ ε= = = = = × = × =  

(b) 7 7
00.83, 0.4, 0.5, 4506, 4.692 10 , 7.338 10 , 4000mr a b k pθ ε= = = = = × = × =  

通过第 3 节的分析，确保了这两组参数下，平衡点都为正的，代入具体数据得到 ( ) 3046ψ θ = 。 
图 4(a)为(a)组参数下状态变量的稳定状态，羊的存栏量约为 3.8 × 107，最大养殖量约为 7.338 × 107，

注意这里养殖户的最大存栏量为可以扩张的最大存栏量，在图 4(b) (b)组参数下羊的最大存栏量比(a)组减

少，相应的羊的存栏量也对应缩小为 1.346 × 107，通过(a)组和(b)组参数差别，主要是价格阈值带来的系

统平衡点稳定性的变化。接下来通过分支图来直观的感受参数变化下，系统(6)平衡点的稳态变化。 
 

 
(a)                                                 (b) 

Figure 4. The time evolution of model (6) when the initial condition is 3.6 × 107, 5.4 × 107. (a) Figure E2 is local asymptotic 
stability under (a) group parameters, (b) figure E3 local asymptotic stability under (b) group parameters 
图 4. 初始条件为(3.6 × 107, 5.4 × 107)时，模型(6)的时间演化。(a) 图(a)组参数下 E2局部渐进稳定，(b) 图(b)组参数

下 E3局部渐进稳定 

 
图 5 展示在确定其他的参数下，关于参数 0p 的单参数分支图，其中蓝色实线代表的是稳定平衡点的

变化趋势，红点表示分支点。可见，正平衡点随着 0p 的变化发生了两个分支点，当 0 3046p = 时，发生

了跨临界分岔，两个平衡点相交并交换其稳定性。在 0 3046p < 时，平衡点 2E 稳定，在 0 3046p > 时，转

化为平衡点 3E 稳定。 
需要指出的是，该系统 0p 是养殖户选择扩张的价格阈值，表示环境承载量增加的一个阈值，这在实

际情况中，养殖的成本是价格阈值的一个重要影响因素，价格阈值大代表养殖户盈利需要的羊的市场价

格高，即相应的成本高。因此在 0 3046p > 时，养殖场最大的养殖量，即养殖规模减少。反之，当 0 3046p <

时，养殖户盈利需要的羊市场价格底，养殖户会选择用最大的养殖规模进行养殖，即选择用最大的养殖

量 mk 如图 5(b)所示，相应的也可以发现在 0 3046p = 左右当前养殖量的变化(图 5(a))，再次观察图 5 也可

以发现，当 0 3046p < 存栏量和最大养殖量受价格阈值的影响不大，即价格阈值不影响养殖发展的最终状

态，此时的养殖成本是养殖户可以接受的范围，不会影响养殖户的长期决策，但是当 0 3046p > 价格阈值

越高，存栏量随着最大养殖量的减少而减少，成本高带来的养羊的收益小，促使存栏量的减少。 
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(a)                                                 (b) 

Figure 5. Single parameter branching diagram of parameters, p0 in which the blue solid line represents the change trend of 
the stable equilibrium point and the red dot represents the branching point. Other parameters are set to r = 0.83, θ = 0.4, a = 
4506, b = 4.692 × 107, km = 7.338 × 107 
图 5. 参数 p0 的单参数分支图，其中蓝色实线代表的是稳定平衡点的变化趋势，红点表示分支点。其中其他参数设

定为 r = 0.83，θ = 0.4，a = 4506，b = 4.692 × 107，km = 7.338 × 107 
 
对于其他重要参数 ,bθ 也绘制了相同的分支图，对于参数θ 的分支图(图 6)可以清楚的看出这里存在

两个跨临界分支点，在 0.08θ = 、 0.72θ = 发生了跨临界分岔，两个平衡点相交并交换其稳定性

2 3 2E E E→ → 。由此可以看出随着参数θ 的增长，当前存栏量 ( )N t 逐渐降低，直至为零，但是在 0.08~0.72
时降低速率降低，接近于双曲线趋势降低。由此可见对于养殖场来说，想要长久养殖，其出栏量未必是

越大越好，出栏量越大，意味着养殖场消失得越快，这与实际情况类似，这也就反映了，养殖场养殖过

程中将需要采用合理的出栏率，如何决定这个出栏率，是我们未来需要考虑的一个方向。 
再次通过观察图 6 中(c)和(d)可以发现，当 74.691 10b = × 时，发生了跨临界点分支，随着参数 b 的增

加，养殖量随之增加，当增加到一定程度之后，养殖量保持不变，此时的最大养殖量是该地所能扩张的

最大养殖量。随着社会的发展市场需求也不是稳定不变的，是波动变化的，故而可以根据市场需求量确

定当前的养殖量，以避免造成社会资源的浪费。 
 

 
(a)                                                 (b) 
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(c)                                                (d) 

Figure 6. (a) (b) for the single parameter branching graph with parameters θ, two transcritical branches occur. (c) (d) On the 
single parameter bifurcation graph of parameters b, when b = 4.691 × 107 a transcritical bifurcation occurs. 
图 6. (a) (b)关于参数 θ的单参数分支图，发生了两个跨临界分支。(c) (d)关于参数 b 的单参数分支图当 b = 4.691 × 107

发生了一个跨临界分支 

5. 结论 

本文以羊养殖厂为研究对象，考虑市场价格影响下的羊养殖模型，建立了受价格动态影响的养殖模

型，主要考虑了价格变化对最大养殖量的影响，通过调节最大养殖量的变化，进而来影响养殖量的变化。

当羊市场价格超过价格阈值时，养殖户会选择扩大养殖规模，当羊市场价格低于价格阈值时，养殖户会

选择缩减养殖规模，进而形成了一个价格对养殖过程的影响状态，如图 1 所示，根据分析建立了系统(5)
价格影响下的动态养殖模型。 

该模型有三个可行平衡点，它们是与时间无关的状态变量值。这三个平衡点，其中零平衡点对应与

不存在该物种，显然这是不现实的，它也只会在出栏率超过内柄增长率的时候才会出现。其他两个正平

衡点是在不同的参数条件下是稳定的，在临界点处发生了跨临界点分支。本文选择了三个重要的参数，

观察他们的变化是如何导致稳定性的切换。通过单参数分支图可以发现，在 ( )0p ψ θ< 时，平衡点 2E 稳

定，在 ( )0p ψ θ> 时，转化为平衡点 3E 稳定。一旦价格阈值超过某一个界限，平衡点的稳定状态立马发

生了改变。在羊价格阈值较低时，系统的稳定状态不变的，可以发现此时，价格对养殖户长期的决策没

有影响。我们知道养殖成本是价格阈值的一个重要决定因素，因此价格阈值的高低可以评价成本的高低，

根据单参数分支图(图 5)，当养殖成本低时，羊的价格是不会影响养殖户的长期决策。需要注意的是，一

旦价格阈值超过某一个限定值，养殖量和最大养殖量会随着价格阈值的增加而减少，意味着如果养殖成

本高，那么养殖将会逐渐缩小，以致该行业的消失。实际中影响养殖量成本由多种条件决定，受其他行

业的或直接或间接的影响，由此养殖户可以通过当前的成本价格，决定当前的养殖量和养殖规模，以来

降低自己的养殖成本。 
描述市场需求的参数 b 与养殖量关系的单参数分支图也有着有趣的结果，如果 b 增加，市场需求增

加，养殖量相应的也会随着市场需求的增加而增加，如果增加到一定程度，即增加到地区所能承受的最

大范围后不再增加，这种情况下，一直保持着地区的最大养殖。故而养殖户可以根据市场需求确定自己

的养殖量，避免盲目的出栏扩张，导致资源的浪费。由此可见对于养殖场来说，想要长久养殖，其出栏

量未必是越大越好，出栏量越大，意味着养殖场消失得越快，这与实际情况类似，这也就反映了，养殖

https://doi.org/10.12677/aam.2022.117475


陈雅 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.117475 4494 应用数学进展 
 

场养殖过程中将需要采用合理的出栏率，如何决定这个出栏率，是我们未来需要考虑的一个方向。如前

所述，该模型可以反映市场价格对养殖过程的动态影响，通过单参数分支分析可以发现随着成本、需求、

出栏的变化，养殖状态的最终状态也会随之变化，养殖户可以根据变化调整自己的养殖状态，以达到长

久发展的目的。 
本文相较于之前模型的区别在于，它将价格的影响考虑到养殖模型中去，考虑价格影响下的动态养

殖方程，虽然这个工作反映了现实的一个生态经济问题，可以更加准确的反映养殖状态，为养殖户的养

殖提供一定的建议，但是仍有一些问题需要解决，例如，不同状态下的收入水平，养殖户养殖的主要目

的还是收益，养殖户该如何控制参数以达到自己收入最高。 
总之，考虑价格动态影响下的种群模型，讨论重要参数对系统稳定性的影响，对养殖式单种群模型

的研究有着重要的意义，也为养殖户提供了一定的建议，本文讨论的模型也同样适用与其他单种群开发

模型，对其研究生物经济提供了一定的帮助。 
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