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摘  要 

数学分析、高等代数两门课程的理论和思想有着很大的不同，但两者之间又有着密切的联系。本文通过

典型的例题，结合不同的解题思想，探究数学分析和高等代数有关问题及解法的相互融合和渗透。 
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Abstract 
The theory and thoughts in mathematical analysis and advanced algebra are different; however they 
are closely related to each other. In this paper, we illustrate mutual penetration of solving methods 
of problem between mathematical analysis and advanced algebra by some typical examples. 
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1. 前言 

数学分析与高等代数是数学专业的两门基础课程，也是两门必修课。数学分析主要内容包括极限、

连续、微分和积分等；高等代数主要内容包括多项式、行列式、线性方程组、矩阵和特征值等[1] [2]。两

门课程中的内容不同，问题不同，那么解决问题的方法和思想自然不同。但是它们之间又有着很密切的

联系。例如矩阵的正定性在求解函数极值问题中的应用，函数的连续性在矩阵分析中的应用[3]。因此，

如何在教学中将这两门课的内容更好地交叉、融合，我们作了积极的探索。本文通过列举几道典型的题

目，探究教师在习题课中如何深入挖掘数学分析和高等代数两个学科之间知识和方法的内在联系，进而

培养学生综合运用所学知识解决问题的能力。 

2. 高等代数在数学分析中的应用 

在分析中正确应用高等代数的知识和思想，可以简化计算过程，从而有效提高数学分析教学质量和

教学效率。 
首先，介绍一道数学分析中的证明题[4]。 
例 1.1 设函数 ( )f x 在 a x b≤ ≤ 上有定义，并且存在二阶导数，证明：对于任意 a x b< < ，存在 

( ),a bξ ∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 .
2

f x f a f b f a
f

x b x a b a
ξ

− − 
′′− = − − − 

 

分析：此题可以借助泰勒公式以及柯西中值定理等结果证明，而我们采用行列式构造辅助函数的方法。 
证明：对于任意 ( ), ,t x a b∈ ，构造 
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利用行列式性质可得 ( ) ( ) ( ) 0.F a F b F x= = = 运用两次罗尔定理，存在 ( ),a bξ ∈ 使 ( ) 0F ξ′′ = 。又因为 
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所以 
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整理即得所证。证毕 
特征值和特征向量是高等代数课程中的重要概念，它在生物学、力学、天气的稳定性等方面应用广

泛[5]。下面给出特征值和特征向量在条件极值中的应用。 
例 1.2 求函数 ( ) 2 2 2

1 2 3 1 2 3, , 3 4 5f x x x x x x= + + 在 2 2 2
1 2 3 1x x x+ + = 约束下的最小值。 

解：(拉格朗日乘子法)由于函数 f 在单位球面 2 2 2
1 2 3 1x x x+ + = 上连续，从而必在此球面某点达到最小

值。进一步，最小值点一定是条件稳定点。设 

( ) ( )2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , 3 4 5 1 .F x x x x x x x x xλ λ= + + − + + −  

求 F 的一阶偏导数，并令其为零，则有 
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

= + + − =

                               (1) 

求得(1)的解 1 2 33, 1, 0x x xλ = = ± = = 或 2 1 34, 1, 0x x xλ = = ± = = 或 3 1 25, 1, 0x x xλ = = ± = = 。因此，最小值

为 ( )1,0,0 3f ± = 。 
(特征值法)因为约束条件为标准类型，令 
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0 4 0 , .
0 0 5

x
A X x

x

  
  = =   
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则有 

( ) T
1 2 3, , .f x x x X AX=  

从而方程组(1)中的前三个式子表示为 AX Xλ= 。这样，找寻 f 的极值点问题转化为求解 AX Xλ= 的非

零解，即方阵 A 的特征向量。又由于条件限制为 T 1X X = ，所以 

( ) T T .f X X AX X Xλ λ= = =  

因此 f 的最小值是对应矩阵 A 的最小特征值。显然 A 的特征值为 

1 2 33, 4, 5.λ λ λ= = =  

因此，最小值为 3。 
注：通过比较不难发现，特征值法求解过程比较抽象，但注意到 f 在单位球面上的最小值就是其对

应矩阵的最小特征值，又比较直观；拉格朗日乘子法是将条件极值问题转化为无条件极值问题，比较容

易理解。在讲解类似题目时，如果可以同时介绍拉格朗日乘子法和特征值法这两种方法，那么学生会发

现数学分析和高等代数这两个不同学科的知识点之间的联系。这样不仅能加深对相关知识的理解，真正
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构建起大学数学知识体系，而且能激发学习的兴趣和提高学习的积极性。 

3. 数学分析在高等代数中的应用 

高等代数中的某些问题，若结合数学分析的思想和方法，则问题解决起来可能会相对简洁。下面分

别利用数学分析中的函数连续性和无穷积分解决某些矩阵问题。 
例 2.1 设 A 是 n 阶实对称矩阵。如果存在两个 n 维实向量 X1，X2使得 T T

1 1 2 20, 0X AX X AX< > ，则存

在非零的 n 维实向量 X0使得 T
0 0 0X AX = 。 

分析：此题可以根据矩阵 A 的正、负惯性指数都不为零，找到可逆矩阵 C 使得 TC AC 为对角矩阵，

并且对角线上至少有一个 1 和一个−1，从而构造出满足条件的实向量 X0。这里运用数学分析中的函数思

想给出一个证明。 
证明：注意到两个向量 X1 和 X2 非零并线性无关。否则 2 1X Xµ= 。于是， T 2 T

2 2 1 1 0X AX X AXµ= < ，

与 T
2 2 0X AX > 产生矛盾。 
对 [ ]0,1t∈ ，令 ( ) 1 21tY t X t X= − + 。由于 X1 和 X2 线性无关，所以 tY 是非零向量。令 ( ) T

t tf t Y AY= ，

则 f 在[0,1]上连续且 ( ) ( )0 0 1f f< < 。由介值定理可得，存在 [ ]0 0,1t ∈ 使得 

( )
0 0

T
0 0.t tf t Y AY= =  

取
00 tX Y= 即得所证。证毕 

例 2.2 设 ( )0 1, 2, ,ia i n> = � 且互不相等，证明矩阵 

1

i j n n

A
a a

×

 
=   + 

 

为正定矩阵。 
证明：显然 A 是实对称矩阵。对于任意非零向量 ( )T

1 2, , , nX x x x= � ，有 
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    = =    
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∑∑ ∑∑ ∫

∑ ∑ ∑∫ ∫
 

根据条件可得 ( )1 2
1 2e ,e , , e na ta t a t

nx x x−− − � 非零，因此上式中的被积函数大于零。从而 ( )f X 正定，即 A 正

定。证毕 
注：以上是纯粹的代数问题。正所谓“它山之石可以攻玉”，在证明过程中适当运用数学分析的思

想方法还是行之有效的。 

4. 数学分析和高等代数相结合 

下面的两个例子是高等代数与数学分析相结合的问题，所以在解法上也是将两者交替使用[6] [7]。 
例 3.1 设函数 1 2,f f 存在导数，求极限 

( ) ( )
( ) ( )

1 1

0
2 2

1lim .
h

f x f x h
f x f x hh→

+
+

 

解：由行列式的性质，原式变形为 
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f x f x h f x f x f xh f x h f x
f x
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→
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+ −
′+ −
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注：从上面的例子可以看到，学科内容相互交叉，思想方法相互渗透。 
例 3.2 设 A 是 n 阶正定矩阵， B 是非零实数列向量，a 为实数。设方程组 ( )A aI X B+ = 的解为 

( )X X a= ，证明函数 ( ) ( )f a X a= 在 [ )0,+∞ 上严格递减。 
证明：因为 A 是 n 阶正定矩阵，所以存在正交阵 S，使得 

( )T
1 2diag , , , ,nS AS λ λ λ= �                                     (2) 

其中 0, 1,2, ,i i nλ > = � 。将(2)式代入线性方程组 ( )A aI X B+ = 可得 

( ) T
1 2diag , , , ,nS a a a S X Bλ λ λ+ + + =�  

即 

( ) T T
1 2diag , , , .na a a S X S Bλ λ λ+ + + =�  

令 

( )
( )

TT
1 2

TT
1 2

, , , ,

, , , .

n

n

Y S X y y y

C S B c c c

= =

= =

�

�
 

于是 Y X= ，并且 ( )1 2diag , , , na a a Y Cλ λ λ+ + + =� 。从而 i
i

i

c
y

aλ
=

+
。进一步， 

( ) ( ) ( )
1 22

1

n
i

i i

c
f a X a Y a

aλ=

  
 = = =  +   
∑ 。 

当 0ic ≠ 时， ii

i i

cc
a aλ λ
=

+ +
关于变量 a 严格单调递减；当 0ic = 时，此项为零。由于 B 是非零向量，所

以 TC S B= 也是非零向量，即 ic 不全为零。因此，函数 ( ) ( )f a X a= 在 [ )0,+∞ 上严格递减。 

5. 结束语 

习题教学是数学教学中一种必不可少的课型，其目的在于巩固和深化基础知识，培养和提高学生分

析问题、解决问题的能力。通过探讨得知，高等代数与数学分析二者之间在解决问题时可以相互渗透。

本着完整原则和融合原则打破数学科目的界限，可以充分发挥习题课的作用。因此，在教学过程中，教

师要强调不同学科的交融性，培养学生融合知识的能力，从而达到培养其创新思维能力的效果。 
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