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摘  要 

极限是高等数学中的一个重要的概念，因此研究如何求解极限是很有必要的，本文主要探讨、归纳总结

在高等数学教学中求极限的一般常用方法，至于其余更多的方法，有赖于人们去创造和发现。 
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Abstract 
Limit is an important concept in higher mathematics, so it is necessary to study how to solve the 
limit. This paper mainly discusses and summarizes the general methods of limit in higher mathe-
matics teaching. As for the other more methods, it depends on people to create and discover. 
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1. 引言 

高等数学是以函数为研究对象、以极限理论与极限方法为基本方法、以微积分学为主要内容的一门

学科，而极限思想贯穿于高等数学始终，比如导数、微积分的概念、级数的敛散性等都要用到极限理论，

其重要性及难易程度不言而喻，尤其所讨论的求极限这类问题一般来说都比较困难，没有统一的方法。

现就求解极限的方法做一归纳，有助于初学者更好地应用。 

2. 极限的若干方法 

2.1. 利用极限的四则运算法则[1]求函数的极限 

1) 直接利用四则运算性质求解 
若 ( ) ( )lim , limf x A g x B= = ，则 

① ( ) ( ) ( ) ( )lim lim limf x g x f x g x A B± = ± = ±    

② ( ) ( ) ( ) ( )lim lim limf x g x f x g x A B⋅ = ⋅ = ⋅    

③ ( )
( )

( )
( ) ( )

lim
lim 0

lim
f x f x A B
g x g x B

= = ≠  

这种方法主要应用于求一些简单函数的和、差、积、商的极限。一般情况下，要使用这些法则，往

往需要根据具体情况对函数做某些恒等变形或者化简才可以解决，那么常用的变形或化简有分式的约分

或通分、分式的分解、分子或分母的有理化、三角函数的恒等变形、某些求和或求积公式以及适当的变

量替换。 
例 1. 求 ( )2

1
lim 3 5 8
x

x x
→

− +  

从初等函数的连续性出发，将 1 直接代入函数是有意义的，即可得到极限值。 
解 ( )2 2

1 1 1 1
lim 3 5 8 lim3 lim5 lim8 6
x x x x

x x x x
→ → → →

− + = − + =  

总结：一些简单的函数可以通过其连续性，可以得到函数的极限值等于其函数值。 
2) 因式分解消去零因子求极限 
有些分式结构的函数，如果用直接代入法会出现分子或者分母为零的情形，使得原函数没有意义。 
做法：将所给函数因式分解，分子分母约去零因子。 

例 2. 
9

2 3lim
9x

x x
x→

− −
−

 

分析  当 9x → 时，分子、分母的极限都为零，通过观察，分子、分母中含有公因子 3x − 。 

解 
( )( )
( )( )9 9 9

3 12 3 1 4 2lim lim lim
9 6 333 3x x x

x xx x x
x xx x→ → →

− +− − +
= = = =

− +− +
 

3) 利用无穷大量与无穷小量的倒数关系求极限 

例 3. 
2

22

2 5lim
6x

x x
x x→

+ −
+ −
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分析 当 2x → 时，分母的极限是零，分子的极限是 3。根据实际情况分母不能为零，所以利用无穷

大量和无穷小量的倒数关系来确定其极限。
 

解 因为 
( )
( )

22
2

2 22
2

lim 66 0lim 0
32 5 lim 2 5

x

x
x

x xx x
x x x x

→

→
→

+ −+ −
= = =

+ − + −
 

所以
2

22

2 5lim
6x

x x
x x→

+ −
= ∞

+ −
 

4) 有理根式的函数极限，通常采用分子、分母有理化的方法来求极限 
分析 当 0x → 时，分子的极限为零，分母的极限是零。 
做法：通常采用平方差的关系将某一部分根式去掉，然后再利用四则运算来求解。 

例 4. 
2

20
lim

1 1x

x

x→ − +
 

解 
( )

( )( )
( )
( ) ( )

2 2 2 2
2

2
220 0 0 02 2

1 1 1 1
lim lim lim lim 1 1 2

1 11 1 1 1 1 1x x x x

x x x xx x
xx x x→ → → →

+ + + +
= = = − + + = −

− +− + − + + +
 

5) 分子分母降幂法求极限 
对于某些函数求极限时，我们可以通过对分子分母同时除以最高次幂来求极限。 

例 5. 求
3

3

2 3 1lim
3 4 2x

x x
x x→∞

− +
+ −

 

该题中我们发现分子分母的最高次幂是 3x ，所以同时分子分母同时除以 3x ，然后求得极限，又注意

到分子分母的后两项极限为零，最后直接得极限值。 

解 
2 3

3

3 12 2lim
4 2 33

x

x x

x x
→∞

− +
= =

+ −
原式  

归纳[2]：当 0 00, 0a b≠ ≠ ，m 和 n 为非负整数时，有 

1
0 1

1
0 1

0

0

0,

lim ,

,

n n
n

m mx
m

n m

a x a x a
n m

b x b x b
a

n m
b

−

−→∞


<


+ + + = ∞ >

+ + + 


=


�
�

当

当

当

 

2.2. 利用无穷小求极限 

利用无穷小求函数的极限一般有两种方法：一种是利用无穷小的性质，即有界函数与无穷小的积还

是无穷小；另一种是利用等价无穷小替换的方法求极限，但应用该方法时，我们要注意只能对乘积和商

进行替换，对和差不能替换，否则得到错解。 

例 6. ( )2

2lim cos 1
1x

x x
x→∞

+
+

+
 

解 当 x →∞ 时， 2

2 0
1

x
x
+

→
+

，是无穷小；又当 x →∞ 时， cos x 振荡无极限，但 cos 1x ≤ ，从而

cos 1 2x + ≤ ，是有界函数，故根据无穷小的性质有 

https://doi.org/10.12677/ces.2021.93094


梁志鹏，杨进霞 
 

 

DOI: 10.12677/ces.2021.93094 580 创新教育研究 
 

( )2

2lim cos 1 0
1x

x x
x→∞

+
+ =

+
. 

例 7. 
( )
( ) ( )2 20

1 cos sin 2
lim

e 1 ln 1xx

x x
x→

−

− +
 

解 当 0x → 时， 211 cos ~
2

x x− ， sin 2 ~ 2x x ， 2e 1 ~ 2x x− ， ( )2 2ln 1 ~x x+ ，所以有 

( )
( ) ( )

2

22 20 0

1 21 cos sin 2 12lim lim
22e 1 ln 1xx x

x xx x
x xx→ →

⋅−
= =

⋅− +
 

2.3. 利用两个准则[3]求极限 

1) 单调有界准则 
若数列单调递增有上界，或单调递减有下界，则数列必存在极限。 
使用原则及步骤： 
递推类的数列(即后一项是可以由前一项通过式子推出来的)，一般包含两个步骤： 
① 证明数列有界(数学归纳法)，单调。 
② 假设数列极限为 A，通过递推式两端求极限建立关于 A 的方程，从而求出极限 A。 

例 8. 证明数列 2, 2 2 , 2 2 2 ,+ + + �极限存在，并求出极限值。 

解 记数列为{ }nx ，则有 12n nx x −= +  

① 先证{ }nx 有界，显然， 1 2 2x = < ，设当 n k= 时， 2kx < ，则当 1n k= + 时， 

1 2 2 2 2k kx x+ = + < + =  

再证{ }nx 单调。
( )( )2

1

2 12
2 0

2 2
n nn n

n n n n
n n n n

x xx x
x x x x

x x x x+

− ++ −
− = + − = = >

+ + + +
 

所以{ }nx 是单调递增数列。 

由此可知，{ }nx 单调递增有上界必存在极限。 

② 设 lim nn
x A

→∞
= ，则 1lim lim 2n nn n

x x −→∞ →∞
= + ，所以 2A A= + ，解得 2A = 。 

2) 两边夹准则 
设在 0x 的邻域内，恒有 ( ) ( ) ( )x f x xϕ φ≤ ≤ ，且 ( ) ( )

0 0
lim lim
x x x x

x x Aϕ φ
→ →

= = ，则 ( )
0

lim
x x

f x A
→

=  [1]。 

例 9. 
2 2 2

1 1 1lim
1 2n n n n n→∞

 
+ + +  + + + 

�  

解 
2 2 2 2 2

1 1 1

1 2 1

n n

n n n n n n n
≤ + + + ≤

+ + + + +
�  

而
2

1lim lim 1
11

n n

n

n n
n

→∞ →∞
= =

+ +
，

2

2

1lim lim 1
11 1

n n

n

n
n

→∞ →∞
= =

+ +
 

利用两边夹准则，可得
2 2 2

1 1 1lim 1
1 2n n n n n→∞

 
+ + + =  + + + 

�  
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2.4. 利用两个重要极限[4]求极限 

1) 
0

sinlim 1
x

x
x→

= ，
0

lim 1
sinx

x
x→
=  (解决

0
0
型且含有三角函数的极限) 

① 变形体
( )

( )
( )0

sin
lim 1

u x

u x
u x→

= ，
( )

( )
( )0

lim 1
sinu x

u x
u x→

=  

② 区别
sinlim 0

x

x
x→∞

=  

例 10. 
0 0

sin sin 1lim lim
sin sinx x

mx mx nx mmx
nx mx nx nx n→ →

= ⋅ ⋅ ⋅ =  (“凑”重要极限形式) 

2) 1lim 1 e
x

x x→∞

 + = 
 

， ( )
1

0
lim 1 ex
x

x
→

+ =  (解决 ( )1 0 1∞ ∞+ = 型极限) 

变形体
( ) ( )

( )
1lim 1 e

u x

u x u x→∞

 
+ =  

 
，

( )
( )( ) ( )

1

0
lim 1 eu x

u x
u x

→
+ =  

例 11. 

1
11 1lim 1 lim 1 e

n kn
k

k
n nkn kn

⋅

→∞ →∞

   + = + =   
   

 (“凑”重要极限形式) 

2.5. 利用洛必达法则求极限 

在无穷小(大)量阶的比较中，有可能会出现两个无穷小(大)量之比的极限，此时无法确定极限是否存

在，所以此类问题需要用洛必达法则解决。在使用洛必达法则时，应注意条件是否满足，只要有一条不

满足，洛必达法则就不能使用，如果要使用，我们要对不满足洛必达法则使用条件的不定式需先变形，

再求解。 
此法则是在一定条件下通过分子、分母分别求导再求极限来确定未定式值的方法。 

未定式： 0 00 , , ,0 ,0 ,0 , ,1
0

∞ ∞∞
∞ −∞ ⋅∞ ∞

∞
等形式。 

1) 0
0
型 

例 12. 
( )30

tanlim
sinx

x x
x→

−  

解 
( )( )

30

2

20
2

20

tan 0lim
0

1 seclim
3

tanlim ~ tan 0
3

1
3

x

x

x

x x
x

x
x

x x x x
x

→

→

→

−  =  
 

−
=

−
= →

= −

式 型原

 

2) ∞
∞

型 

例 13. ( )lnlim 0
x

x
xα

α
→+∞

>  

解 1

1
1lim lim 0

x x

x
x xα αα α−→+∞ →+∞

= = =原式  
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3) ∞−∞型 

方法：通过化简，通分，根式有理化和变量替换等方法。转化为
0
0
或

∞
∞

型再计算。 

例 14. 求 ( )
2

lim sec tan
x

x x
π

→
−  

2 2 2

1 sin 1 sin coslim lim lim 0
cos cos cos sinx x x

x x x
x x x xπ π π

→ → →

− −   = − = = =    −   
原式  

注意：在使用 L'Hospital 法则之前，要解决“是不是”与“能不能”的问题，即是不是未定式，能不

能直接使用，需满足三个条件： 

a. 是不是
0
0
或

∞
∞

型； 

b. ( )f x 与 ( )g x 是不是可导； 

c. ( )
( )

lim
f x
g x
′
′

是不是一个确定的常数或∞。 

技巧及使用注意事项： 
① 非未定式(即定式)的极限式不能使用法则，如： 

20

1 coslim 0
1x

x
x→

−
=

+
 

② 使用 L'Hospital 法则求极限过程要及时化简，及时替换、及时变换、及时整理 

③ 使用 L'Hospital 法则求导后出现极限不存在现象，如
sin 1 coslim lim

1x x

x x x
x→∞ →∞

+ +
= 不存在。 

正解 

sin1
lim 1

1x

x
x

→∞

+
= =原式  

④ 多次使用 L'Hospital 法则后出现循环现象，如： 
21lim

x

x
x→+∞

+  

e elim
e e

x x

x xx

−

−→+∞

−
+

 

4) 0 ⋅∞型(取倒数)  

方法：
1 00 0
0 0

⋅∞ = ⋅ → 或
10 ∞

⋅∞ = ⋅∞ →
∞ ∞

 

例 15. 
0

lim ln
x

x x
+→

 

解 ( )30 0 0
2

1
lnlim lim lim 2 0
1 1

2
x x x

x x x
xx

+ + +→ → →−
= = = − =

−
原式  

5) 0 00 , ,1∞∞ 型，可利用 ( ) ( ) ( ) ( )lim lnlim eg x g x f xf x = 转化为 0 ⋅∞型，再转化为
0
0
或

∞
∞

 

① 00 型(取对数，再取倒数)  
例 16. sin

0
lim x

x
x

+→
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解 
0

0

lnlim
1lim sin ln

sin sin ln 0sin

0 0
lim lim e e e e 1

x
x

x
x x

x x x x

x x
x

+→
+→

+ +

⋅
⋅

→ →
= = = = =  

② 1∞ 型(取对数，再取倒数)  

例 17. 
2

2

1lim
1

x

x

x
x→∞

 −
 

+ 
 

解 ( )( )

2

2 2 2 32
2 22 2

1 2 2ln
1 1 1 4lim1 lim112 ln 1 11 0

2

1lim lim e lim e e e e 1
1

x
x

x x x
x x x xxx x x xx x x

x x x

x
x

→∞
→∞

 −  − + − +  − − ⋅ −  − ++ 

→∞ →∞ →∞

 −
= = = = = = 

+ 
 

③ 0∞ 型(取对数，再取倒数)  

例 18. ( )
1

lim 1 x
x

x
→∞

+  

解 ( )
( ) ( )

1
11 11 lim ln 1 limln 1 01lim 1 lim e e e e 1x x

xxx
xxx

x x
x →∞ →∞

+⋅ +⋅ +

→∞ →∞
+ = = = = =  

2.6. 利用 Taylor 公式[5]求极限 

注意：在应用公式求极限时，时常遇到的一个问题是：不知道将该函数展开到第几项，展开少了会

导致计算错误，展开多了又计算麻烦，故总结如下： 
1) 在除法运算中应该展开到第几项： 

若
( )
( )

lim
f x
g x

，则将 ( )f x 与 ( )g x 展开到同次幂，达到精度，否则会出现。如： 

30

sinlim
x

x x
x→

−
，由于分母是 3x ，故将分子中的 sin x 应该展开到 3x 项，即 ( )

3
3sin

3!
xx x xο= − + 。 

所以，
( )

3
3

30

13lim
6x

xx x x

x

ο

→

− + −
= = −原式 。 

若仅展开到 x 项，即 ( )sin x x xο= + ，则导致错误结果 0。 

2) 在加减运算中应该展开到第 n 项： 
若 ( ) ( )lim f x g x±  ，则对其中的一项或 n 项展开时，应该展开到运算后的首个非零项。如： 

( )20

1 1lim ln 1
x

x
x x→

 − +  
，对 ( )ln 1 x+ 展开时，应该展开到 2x 项，即 ( ) ( )2 21ln 1

2
x x x xο+ = − + 。所以，

( ) ( )2 2 2
2 20 0

1 1 1 1 1 1lim lim
2 2 2x x

x x x x
x x x

ο ο
→ →

    = − − + = − ⋅ =        
原式  

若仅展开到 x 项，即 ( ) ( )ln 1 x x xο+ = + ，则导致错误 0。 

例 19. 
( )2

2 2

0 2

1 1 1
2lim
cos e sinx x

x x

x x→

+ − +

−
 

解 ( )2 2 4 41 11 1
2 8

x x x xο+ = + − +  

( )2 2sin ~ 0x x x →  
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( )2 21cos 1
2

x x xο= − + , ( )2 2 2e 1x x xο= + +  

故
( )
( )

4 4

0 4 4

1
18lim

3 12
2

x

x x

x x

ο

ο
→

+

−
= = −

+
原式 。 

3. 小结 

以上求极限的几种方法互相之间有交叉，说明求极限需要灵活应用不同的方法，学会融会贯通。当

然除了上面介绍的几种方法以外，还有很多其他方法。比如利用定积分的定义求极限，利用中值定理求

极限等等。 
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