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Abstract 
Many problems in engineer science and natural science are often summed up in solving nonlinear 
systems. For many years, the rational function approximation has attracted more and more atten-
tion, which is one of the typical nonlinear approximation approaches. We mainly study one of the 
classical rational function approximations—Padé approximation in this paper. We take the or-
thogonal function system as the base function, and study some Padé approximation problems un-
der the base function of orthogonal trigonometric function and orthogonal polynomial function 
respectively. Then the approximation effect is demonstrated by the concrete examples. Finally, we 
combine the Padé approximation with the homotopy analysis method to solve the nonlinear sys-
tem, and verify its effectiveness by a three-degree-of-freedom system. 
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摘  要 

工程和自然科学中的许多问题常常可以归结为非线性系统的求解。多年来，作为非线性逼近的典型之一

的有理函数逼近愈来愈引起人们的关注。本文主要研究了帕德逼近这一经典的有理函数逼近。我们以正

交函数系作为基函数，分别研究了正交三角函数系和正交多项式函数系下的帕德逼近问题，并通过具体

的例子展示了其逼近效果。最后，我们将帕德逼近与同伦分析方法结合来求解非线性系统，并通过一个

三自由度系统验证了它的有效性。 
 
关键词 

帕德逼近，正交函数系，同伦分析方法，非线性系统 

 
 

1. 引言 

在自然科学和工程技术的实际计算中，用函数的泰勒展开的部分和作为该函数的近似是一种最基本的方

法。有理函数因为其自身的特点，使得我们在它的极点附近得到的近似的效果比较好。此外，逼近公式计算

的应用，因为不需要考虑自变量的高次幂，使得有理函数分式形式的逼近显得比较简单有效。此外，因为应

用有理函数逼近求解时需要联立求解的高次方程的次数比应用多项式逼近求解时更低，所以有理分式逼近在

求解已知函数的极点和零点时有着很大的方便性[1] [2]。此外，在逼近过程中应用公式进行计算时，由于无

须计算自变量的高次幂，有理分式逼近表现出了有效的简化性。帕德逼近则是一种特定类型的有理函数逼近，

它是泰勒多项式逼近的自然引申。也就是说，要寻找一个分子和分母的数目有限的有理函数，使得它的幂级

数展开式的各项系数和给定的幂级数所对应的系数尽可能多的相同[3]。早在 19 世纪，弗罗贝尼乌斯、雅可

比、帕德和其他数学家就对这种逼近进行了深入的研究，并且开发和建立了一系列重要和基本的结果，这为

其今后的发展奠定了坚实的基础，后来我们称之为帕德逼近。自上世纪七十年代以来，帕德逼近的理论、方

法及其应用得到了迅速发展，越来越多的科学家已经重视并对其开展了大量的研究。事实证明，帕德逼近与

数学中的几个分支有着非常紧密的联系，比如逼近理论、微分方程[4] [5]、解析函数论等。它在量子场论[6]、
数值分析、临界现象和控制论等其他自然科学领域的应用已经取得了显著的成效。 

2. Padé逼近方法介绍 

定义 1 [7] [8]经典的 Padé 逼近方法定义如下： 
设 ( )f x 是由下述形式幂级数定义的函数 

( ) 0
0

, 0j
j

j
f x a x a

∞

=

= ≠∑                                     (1) 

如果存在两个无公共因子且次数不超过 L 、M 的多项式 ( )LP x 、 ( )MQ x ，它们的系数由下列方程所

确定[9]： 

( ) ( )
( )

( )10 L ML

M

P x
f x

Q x
+ +− =                                     (2) 

并且假定有标准化条件 ( )0 1.0MQ = ，则称有理因式 ( ) ( )L MP x Q x 为 ( )f x 的 ( ),L M 阶 Padé 逼近，并

记为： [ ] ( ) ( )L ML M P x Q x= ，其中 
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( ) ( )0 1 1, 1 .L M
L L M MP x p p x p x Q x q x q x= + + + = + + +                     (3) 

用 ( )MQ x 乘以(2)式并比较方程两端系数，可得关于 0 1, , , Lp p p ； 1 2, , , Mq q q 的线性方程组(假设

L M≥ )： 

0 0

1 0 1 1

2 1 1 0 2 2

1 1 0

,
,

,

.L L L L

a p
a a q p
a a q a q p

a a q a q p−

=
 + = + + =


 + + + =





                                  (4) 

1 1

1 1

0,

0.

L L L M M

L m L m M M

a a q a q

a a q a q

− +

+ + −

+ + + =


 + + + =







                                (5) 

利用行列式的变换可直接求得： 

[ ]

1 2 1

1
1

1

0 0 0

1 2 1

1
1 1

L M L M L

L L L M
L M L M L

M i M i i
i i i

i i i

L M L M L

L L L M
M M

a a a

a a a

a x a x a x
L M

a a a

a a a
x x

− + − + +

+ +
− − +

+ + −

= − =

− + − + +

+ +
−

=
∑ ∑ ∑



   







   





                          (6) 

3. 正交基函数下 Padé 逼近 

3.1. 正交基函数下 Padé 逼近的概念 

定义 2 设 ( ) ( ),A x B x 为 [ ],a b 上的连续函数，若 

( ) ( )d 0
b

a
A x B x x =∫                                       (7) 

则称 ( )A x 与 ( )B x 在 ( ),a b 上正交。 
若函数 ( )A x 满足 

( ) 2
d 1

b

a
A x x =  ∫                                        (8) 

称 ( )A x 在 ( ),a b 上是标准化的。 
我们自然考虑函数集合 ( ){ }k xφ ， 1, 2,3,k = ，且具有下面性质： 

( ) ( )
0

d
0

b
m na

m n
x x x

m n
φ φ

≠
= ≠ =

∫
，

，
                                 (9) 

可以看出，这个集合中每两个元素都是正交的， 
我们称这样的函数集合为正交函数系。 
若 

( ) ( )
0

d
1

b
m na

m n
x x x

m n
φ φ

≠
=  =

∫
，

，  
称该函数系为标准正交系。一般限制正交系中的第一个函数恒等于 1。 



钱有华 等 
 

 
164 

设 ( ){ }| 1, 2,3,ne x n =  为一组标准正交基函数系，则 ( ) ( )
1

N

i i
i

f x c e x
=

= ∑ 。 

定义 3 称
( )

( )
1

2
1

m

i i
i

n

j j
j

a e x

b e x

=

=

+

∑

∑
为 ( )f x 的 [ ],m n 阶帕德近似，若 

( ) ( ) ( ) ( )
2 1

1 , 0
n m

j j i i k
j i

f x b e x a e x xϕ
= =

 
+ − = 

 
∑ ∑ ， 

其中 1, 2, , 1k m n= + − 。当 1n = 时， ( )f x 的 [ ],1m 阶帕德近似为 ( )f x 取前 m项。 

解的存在性和唯一性是判断帕德逼近在同一组基的作用下是否唯一的重要理论依据，[10]给出了有理

样条帕德逼近解的存在性和唯一性，及其相关性质，为后面的研究打下了基础。 
下面考虑 ( )f x 的 [ ],m n 阶帕德近似解的存在唯一性： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 ,

, , ,

, ,

,

, . 1, 2, ,

n m

j j i i k
j i

n m

k j j k i i k
j i

n m

k j j k i i k
j i

n N

k k j i i j k
j i
N n

k k i j i j k
i j

f x b e x a e x e x

f x e x b e x f x e x a e x e x

c b e x f x e x a e x e x

c a b c e x e x e x

c a c b e x e x e x k m n

= =

= =

= =

= =

= =

 
+ − 

 

= + −

= + −

= − +

= − + = +

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑∑ 

 
(1) 当 1, 2, ,k m=  时， ( ) ( ) ( )

1 1
,

N n

k k i j i j k
i j

a c c b e x e x e x
= =

= +∑∑ 。求出 ( )1, 2, ,jb j n= 
的值，自然就知

道 ( )1, 2, ,ia i m= 
的值；

 
(2) 当 1, 2, ,k m m m n= + + + 时， 0ka = ， ( ) ( ) ( )

1 1
,

N n

i j i j k k
i j

c b e x e x e x c
= =

= −∑∑ ，即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 2 1 2 1 1
1 1 1

1 2 1 2 2 2 2 2
1 1 1

1 1 2 2
1 1 1

, , ,

, , ,

, ,

N N N

i i m i i m i i n m n m
i i i
N N N

i i m i i m i i n m n m
i i i

N N N

i i m n i i m n i
i i i

c e x e x e x b c e x e x e x b c e x e x e x b c

c e x e x e x b c e x e x e x b c e x e x e x b c

c e x e x e x b c e x e x e x b c

+ + + +
= = =

+ + + +
= = =

+ +
= = =

+ + + = −

+ + + = −

+ + +

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑







 ( ) ( ) ( ),i n m n n m ne x e x e x b c+ +








 = −


 (10) 

方程组(10)的系数矩阵 A 和增广矩阵 A 分别为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 1 1
1 1 1

1 2 2 2 2
1 1 1

1 2
1 1 1

, , ,

, , ,

, , ,

N N N

i i m i i m i i n m
i i i
N N N

i i m i i m i i n m
i i i

N N N

i i m n i i m n i i n m n
i i i

c e x e x e x c e x e x e x c e x e x e x

c e x e x e x c e x e x e x c e x e x e x
A

c e x e x e x c e x e x e x c e x e x e x

+ + +
= = =

+ + +
= = =

+ + +
= = =

 
 
 
 
 =  
 
 
 
 

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑





  



n n×
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 1 1 1
1 1 1

1 2 2 2 2 2
1 1 1

1 2
1 1 1

, , ,

, , ,

, , ,

N N N

i i m i i m i i n m m
i i i
N N N

i i m i i m i i n m m
i i i

N N N

i i m n i i m n i i n m n m n
i i i

c e x e x e x c e x e x e x c e x e x e x c

c e x e x e x c e x e x e x c e x e x e x c
A

c e x e x e x c e x e x e x c e x e x e x c

+ + + +
= = =

+ + + +
= = =

+ + + +
= = =

 −



−
=

−


∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑





   



( )1n m× +






 
 
 
 
 
 

 

所以，当 ( ) ( )A A n= =秩 秩 时，方程组(10)存在唯一解，即 ( ), 1, 2, , , 1, 2, ,i ja b i m j n= = 
的值唯一。

 
3.2. 正交三角函数系下的 Padé 逼近 

考虑在区间 [ ]π, π− 上的三角函数系{ }1,cos ,sin , cos 2 ,sin 2 , , cos ,sin ,x x x x nx nx 
，通过简单计算，有

如下结论： 
π

π
cos d 0nx x

−
=∫  

π

π
sin d 0nx x

−
=∫  

π

π
sin cos d 0kx nx x

−
=∫  

( )π

π
cos cos d 0,kx nx x k n

−
= ≠∫                                  (11) 

( )π

π
sin sin d 0,kx nx x k n

−
= ≠∫  

π 2
π
sin d πkx x

−
=∫  

π 2
π
cos d πkx x

−
=∫  

( ), 1, 2,3 ,k n k n= ≠
 

三角函数系{ }1,cos ,sin , cos 2 ,sin 2 , , cos ,sin ,x x x x nx nx 
，在内积运算 

( ) ( )π

π

1, d
π

f g f x g x x
−

= ∫  

下构成一组正交函数系。 
例 1 求 ( ) 1 cos cos 2 cos10f x x x x= + + + +

的 ( ),n m 阶帕德近似。 
解：选取三角函数系{ }1,cos , cos 2 , , cos ,x x nx 

作为正交基函数，考虑 

( ) 1 cos cos 2 cos10f x x x x= + + + +
 

的 ( )10, 2 阶帕德近似。 

设 ( )f x 的 ( )10, 2 阶帕德近似为 1 2 3 10cos cos 2 cos9
1 cos

x x x
x

α α α α
β

+ + + +
+



，则 

( )( ) ( ) ( )1 2 3 101 cos cos cos 2 cos9 cos 0 0,1,2, ,10f x x x x x kx kβ α α α α+ − + + + + = = ，    (12) 

解得： 

1 2 3 4 102, 0, 2, 1β α α α α α= − = = − = = = = −  
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故 ( )f x 的 ( )10, 2 阶帕德近似为： 

( )2cos cos 2 cos3 cos 4 cos5 cos 6 cos 7 cos8 cos9
1 2cos

x x x x x x x x x
x

− − − − − − − − −
−

          (13) 

同理可求得 ( )f x 的 ( )10,3 阶帕德近似为： 

3 3 1cos cos 2 cos3 cos 4 cos5 cos 6 cos 7 cos8 cos9
2 2 2

1 cos cos 2

x x x x x x x x x

x x

 − − − − − − − − − 
 

− −
         (14) 

( )f x 的 ( )10, 4 阶帕德近似为： 

1 3 12cos cos 2 cos3 cos 4 cos5 cos 6 cos 7 cos8 cos9
2 2 2

1 2cos cos 2 cos3

x x x x x x x x x

x x x

 − − − − − − − − − 
 

− + −
         (15) 

( )f x 的 ( )11, 2 阶帕德近似为： 

( )2 4cos 3cos 2 3cos3 3cos 4 3cos5 3cos 6 3cos 7 3cos8 3cos9 2cos10
1 2cos

x x x x x x x x x x
x

+ + + + + + + + + +
+

 (16) 

( )f x 的 ( )11,3 阶帕德近似为： 

3 1 31 cos cos 2 cos3 cos 4 cos5 cos 6 cos 7 cos8 cos9 cos10
2 2 2

1 cos -cos 2

x x x x x x x x x x

x x

 + + + + + + + + + + 
 

+
   (17) 

( )f x 的 ( )11, 4 阶帕德近似为： 

1 1 31 2cos cos 2 cos3 cos 4 cos5 cos 6 cos 7 cos8 2cos9 cos10
2 2 2

1 2cos cos 2 cos3

x x x x x x x x x x

x x x

 + + + + + + + + + + 
 

+ − −
  (18) 

由上述 ( )f x 的帕德近似解的存在唯一性条件，我们可以知道： ( )10,3 ， ( )10, 4 ， ( )11,3 ， ( )11, 4 阶

帕德近似不止一个，即它们不存在唯一解。 
我们可以得到：图 1 中， ( )f x 帕德近似逼近 ( )f x 的效果是最好的，其次是图 2，图 3，图 4，但图

5，图 6 逼近效果最差。 

3.3. 正交多项式函数系下的 Padé 逼近 

定义 4 [11]若 ( )W x 在区间 ( ),a b 上可积，且 ( ) 0W x ≥ ，则 ( )W x 可作为权函数。对于一个多项式的

序列{ }if 和权函数 ( )W x ，定义内积： 

( ) ( ) ( ), d
b

m n m na
f f f x f x W x x= ∫  

若 

0,
,

0,m n

m n
f f

m n
≠

= ≠ =
 

则这些多项式称为正交多项式。 
若 if 除了正交之外，还有 , 1m nf f = ，则称{ }if 为标准正交多项式。 
例 2 若权函数为 1，区间为 ( )1,1− ， ( )0 1f x = ，对应的正交多项式序列有： 
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紫虚线代表 f(x)帕德逼近曲线；红实线代表 f(x)曲线 

Figure 1. (11,3) order Padé approximation compared with f(x) 
图 1. (11,3)阶帕德逼近与 f(x)的比较 

 

 
紫虚线代表 f(x)帕德逼近曲线；红实线代表 f(x)曲线 

Figure 2. (11,4) order Padé approximation compared with f(x) 
图 2. (11,4)阶帕德逼近与 f(x)的比较 

 

( )

( )

( )

( )

( )

1

2

2

3

3

4 2

4

5 3

5

3 1
2

5 3
2

35 30 3
8

63 70 15
8

f x x

xf x

x xf x

x xf x

x x xf x

=

−
=

−
=

− +
=

− +
=



                             (19) 



钱有华 等 
 

 
168 

 
紫虚线代表 f(x)帕德逼近曲线；红实线代表 f(x)曲线 

Figure 3. (11,2) order Padé approximation compared with f(x) 
图 3. (11,2)阶帕德逼近与 f(x)的比较 

 

 
紫虚线代表 f(x)帕德逼近曲线；红实线代表 f(x)曲线 

Figure 4. (10,2) order Padé approximation compared with f(x) 
图 4. (10,2)阶帕德逼近与 f(x)的比较 

 

它们称为勒让德多项式。 
对于任意向量空间的基，Gram-Schmidt 正交化可以求出一个正交基。对于多项式空间的基，正交化

的结果便是勒让德多项式。 
例 3 设 ( ) 2 3 41f x x x x x= + + + + ，利用勒让德多项式作为基函数，求 ( )f x 的 ( ),m n 阶帕德近似。 
当 1n = 时，求 ( )f x 的 ( )5,1 阶帕德近似，求得在勒让德多项式作为基函数时， ( )f x 的 ( )5,1 阶帕德近似为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4
23 8 26 2 8
15 5 21 5 35

f x f x f x f x f x= + + + +                        (20) 

根据正交多项式下 Padé 逼近的定义，求得 ( )f x 的 ( )5, 2 阶帕德近似为： 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 2 3 4

1

31 16 52 4 16
15 5 21 5 35

1

f x f x f x f x

f x

+ + + +

+
                          (21) 
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紫虚线代表 f(x)帕德逼近曲线；红实线代表 f(x)曲线 

Figure 5. (10,3) order Padé approximation compared with f(x) 
图 5. (10,3)阶帕德逼近与 f(x)的比较 

 

 
紫虚线代表 f(x)帕德逼近曲线；红实线代表 f(x)曲线 

Figure 6. (10,4) order Padé approximation compared with f(x) 
图 6. (10,4)阶帕德逼近与 f(x)的比较 

 
( )f x 的 ( )5,3 阶帕德近似为： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2 3 4

1 2

46 1 52 4 16
45 15 63 15 105

21
3

f x f x f x f x

f x f x

+ + + +

− +
                         (22) 

( )f x 的 ( )5, 4 阶帕德近似为： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 3 4

1 2 3

77 32 62 8 32
45 15 63 15 105

3 2 21
5 3 5

f x f x f x f x

f x f x f x

+ + + +

+ − +
                          (23) 

( )f x 的 ( )5,5 阶帕德近似为： 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3 4

1 2 3 4

617 17 104 2 32
525 25 105 25 175

3 4 2 81
5 7 5 35

f x f x f x f x

f x f x f x f x

+ + − +

− + − +
                        (24) 

图 7，图 8 的逼近效果最理想。图 9 的整体趋势吻合，但 ( )f x 的帕德近似与 ( )f x 的解吻合效果并

不好。图 10 在 [ ]0,0.5 上 ( )f x 的帕德近似与 ( )f x 的解是吻合的，当 0.6x > 时，误差也随之变大。图 11
在 [ ]0.4,0.7 这段逼近效果最佳，但当 0.7x > 时， ( )f x 的帕德近似与 ( )f x 整体趋势不吻合。 

4. 帕德逼近在非线性系统求解中的应用 

实际生活中非线性问题是经常出现的。由于非线性系统的复杂性，求解时直接法几乎是不能使用的。 
 

 
紫虚线代表 f(x)帕德逼近曲线；红实线代表 f(x)曲线 

Figure 7. (5,2) order Padé approximation compared with f(x) 
图 7. (5,2)阶帕德逼近与 f(x)的比较 

 

 
紫虚线代表 f(x)帕德逼近曲线；红实线代表 f(x)曲线 

Figure 8. (5,4) order Padé approximation compared with f(x) 
图 8. (5,4)阶帕德逼近与 f(x)的比较 
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紫虚线代表 f(x)帕德逼近曲线；红实线代表 f(x)曲线 

Figure 9. (5,1) order Padé approximation compared with f(x) 
图 9. (5,1)阶帕德逼近与 f(x)的比较 

 

 
紫虚线代表 f(x)帕德逼近曲线；红实线代表 f(x)曲线 

Figure 10. (5,3) order Padé approximation compared with f(x) 
图 10. (5,3)阶帕德逼近与 f(x)的比较 

 

本文中我们引用同伦分析法来求解非线性系统，因为同伦分析法的优点是克服了摄动方法依赖于小参数

的局限性，而且它在逻辑上包含了其他非摄动方法，更具有一般性。但是这种方法也有无法回避的缺点，

因此我们很有必要发展一种能解决多自由度线性系统的解析近似方法。鉴于帕德逼近的高度精确性的优

势[12]，也有很多学者在研究如何将其应用于求解中，并且取得了一些较大的进展。如对最低阶的函数求

解其帕德逼近，展开后得到一种新的非线性方程求根的迭代算法。 
受帕德逼近的启发，我们想到能否将帕德逼近应用于非线性系统中的求解呢？将求解非线性系统的

一种方法——同伦分析法与帕德逼近相结合再进行求解。 

4.1. 同伦分析方法 

考虑多自由度非线性系统的一般表达式： 

( ), ,Mq Gq Kq F q q t+ + =                                     (25) 
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紫虚线代表 f(x)帕德逼近曲线；红实线代表 f(x)曲线 

Figure 11. (5,5) order Padé approximation compared with f(x) 
图 11. (5,5)阶帕德逼近与 f(x)的比较 

 

其中， M 是质量系数矩阵、 q 是 n 维未知向量、 K 是线性刚度系数矩阵、G 是阻尼系数矩阵，它们都

是 n 阶仿真，F 是关于 , ,q q t 的向量值函数。系统的非线性体现在 F 上。特别地，若 0F = ，则该系统为

线性系统。 
下面我们用同伦分析的思想来求解系统(24)，先定义一个非线性算子： 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2

, ,
, , , ,

u r t u r t uN u r t M G Ku r t F u t
t tt

∂ ∂ ∂ = + + −     ∂ ∂∂  
                    (26) 

这里 ( ),u r t 是未知向量函数， t 和 r 分别代表时间和空间自变量，设 

( ) ( ) ( )( )T
1, , , nu r t x t x t=                                    (27) 

且 

( ) T
1, dd

, ,
d d

nu r t xx
t t t

∂  =  ∂  
                                    (28) 

( ) T2 22
1

2 2 2

, dd
, ,

d d
nu r t xx

t t t
∂  

=  
∂  

                                   (29)
 

设 ( )0 ,u r t 为系统(24)的精确解 ( ),u r t 的初始猜测解， 

1 0

0 n

 
 =  
 
 



 



, ( )
( )

( )

1 0

0 n

t
H t

t

λ

λ

 
 =  
 
 

  

其中 0i ≠ ， ( ) ( )1, ,i t i nλ = 
为非零实数。一般情况下，我们取 i j=  ， ( ) ( ) ( )i jt t i jλ λ= ≠ ，这样 

可以看成是一个非零常数。 
引进辅助线性算子 L ，满足：若 ( ),f r t 为 n 维零向量，则有 ( )( ), 0L f r t = 。设 [ ]0,1p∈ 为嵌入变量，

构造如下同伦： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )0 0, ; ; , , , , , 1 , ; , , , ;Hom r t p u r t H r t p p L r t p u r t p H r t N r t pΦ = − Φ − − Φ                (30) 
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令 0Hom = ，得到零阶形变方程： 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )01 , , , , ,p L r t p u r t p H t N r t p− Φ − = Φ                             (31) 

当 0p = 时，由 L 的性质知 ( ) ( )0, ; ,r t p u r tΦ = 为(30)的解；当 1p = 时，(25)的精确解 ( ),u r t 为(31)
的解。因此，根据微分方程中解对初值的连续依赖性，当嵌入变量 p 从0增大到1时， ( ), ;r t pΦ 从初始猜

测解 ( )0 ,u r t 连续变化到原始方程的精确解 ( ),u r t 。这种连续变化在同伦理论中称为形变。 

现定义 m阶形变向量导数 

[ ] ( ) ( )
0

0

, ;
,

m
m

m
p

r t p
u r t

p
=

∂ Φ
=

∂
 

( )
[ ] ( ) ( )0

0

, , ;1,
! !

m m

m m
p

u r t r t p
u r t

m m p
=

∂ Φ
= =

∂
 

利用向量值函数的泰勒展开定理， ( ), ;r t pΦ 可以展开成关于 p 的幂级数： 

( ) ( )
[ ] ( )0

0
1

,
, ; ,

!

m
m

m

u r t
r t p u r t p

m

+∞

=

Φ = +∑                           (32) 

于是 

( ) ( ) ( )0
1

, ; , , m
m

m
r t p u r t u r t p

+∞

=

Φ = +∑                            (33) 

需要注意的是，我们拥有很大的自由选取辅助线性算子 L 、辅助矩阵参数 ( ),H r t 、初始猜测解

( )0 ,u r t 。假设它们选取合适，那么有： 
对所有的 [ ]0,1p∈ ，零阶形变方程(31)的解 ( ), ;r t pΦ 都存在； 

对 1, 2, ,m = +∞ ，形变向量导数 [ ] ( )0 ,mu r t 都存在； 

( ), ;r t pΦ 的幂级数(33)在 1p = 时收敛。 

在上述假设下，我们求得系统(25)的级数解为 

( ) ( ) ( )0
1

, , ,m
m

u r t u r t u r t
+∞

=

= +∑                               (34) 

为方便起见，以向量函数为分量构成的向量定义如下： 

( ) ( ) ( ){ }0 1, , , , , ,m mu r t u r t u r t=u                              (35) 

将零阶形变方程(31)对嵌入变量 p 求导m次，然后除以 !m ，最后令 0p = ，得到 m阶形变方程 

( ) ( ) ( ) ( )1, , , ,m m m m mL u r t u r t H t R r tχ − −− =   1u                        (36) 

其中 

0, 1
1, 1m

m
m

χ
≤

=  >
 

且 

( ) ( )
( )( )1

1 1

0

, ;1, ,
1 !

m

m m m

p

N r t p
R r t

m p

−

− −

=

∂ Φ
=

− ∂
u                        (37) 
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于是 

( ) ( ) ( )
1

1 1
0 0

1, , ,
1 !

m
n

m m nm
n p

R r t N u r t p
m p

− +∞

− −
= =

 ∂  =   − ∂   
∑u                    (38) 

该高阶形变方程只依赖于向量函数构成的矢量 1m−u ，所以通过依次求解线性高阶形变方程(37)可一次

得到 ( ) ( )1 , , , , ,mu r t u r t 
，易知 ( ),u r t 的m阶近似解为 

( ) ( )
0

, ,
m

k
k

u r t u r t
=

≈ ∑                                    (39) 

利用 maple，mathematica 等数学软件可以求出满足一定精度条件的近似解。 

4.2. 同伦帕德逼近方法 

帕德逼近可以应用到同伦分析方法中去，我们把这种改进的方法称为同伦–帕德逼近。从级数(33)
出发，我们对嵌入变量 p 使用帕德近似，得到 [ ],m n 阶同伦–帕德近似解为 

( )

( )
0

1
0

,

1 ,

m
k

k
k
n

k
m k

k

u r t p

u r t p

=

+ +
=

+

∑

∑
                                     (40) 

很多时候， [ ],m n 阶同伦–帕德近似比 1m n+ + 阶同伦分析解更加精确。 

由于级数(34)是收敛的，因此如果我们选取的基函数是{ }| 0,1, 2,nt n =  ，那么就可以按照变量 t 的

幂对级数(39)进行重排，设 

( ) ( ) ( ) ( )0
1 0

, , , m
m m

m m
u r t u r t u r t v r t

+∞ +∞

= =

= + =∑ ∑                            (41) 

则改进的 [ ],m n 阶同伦–帕德逼近就可以写成如下形式 

( )

( )
0

1
0

1

m
k

k
k
n

k
m k

k

v r t

v r t

=

+ +
=

+

∑

∑
                                      (42) 

4.3. 具体例子 

下面看一个非线性系统的例子： 
2

1 1
2 32

2
2 2

1 22

2
3 3

2 12

d d 1
dd

d d 1
dd

d d 1
dd

x xx x
tt

x xx x
tt

x xx x
tt


+ − =




− − =



+ − =


                                    (43) 

满足初始条件 

( )1 0 1x = , ( )1 0 1x′ = , ( )2 0 1x = , ( )2 0 1x′ = − , ( )3 0 1x = , ( )3 0 1x′ =  

该系统满足初始条件的精确解为 

( )1 etx t = , ( )2 e tx t −= , ( )3 etx t =                          (44) 
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初始猜测解： 

( )1,0 1x t t= + , ( )2,0 1x t t= − , ( )3,0 1x t t= +                      (45) 

辅助线性算子： 

( )
( )
( )

( )

( )

( )

2
1

2

1 2
2

21 2

3 2
3

2

;

;
;;

;
;

t q
tt q

t qt qL
t

t q
t q

t

ϕ

ϕ
ϕϕ

ϕ
ϕ

 ∂
 

∂  
   ∂=   

∂  
   ∂

 
∂ 

                            (46) 

非线性算子： 

( )
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
1 1

2 32

1 2
2 2

2 1 22

3 2
3 3

2 12

; ;
; ;

;
; ;; ; ;

;
; ;

; ;

t q t q
t q t q

ttt q
t q t qt qN t q t q

tt
t q

t q t q
t q t q

tt

ϕ
ϕ ϕ

ϕ
ϕϕ ϕ ϕ

ϕ
ϕ

ϕ ϕ

 ∂ ∂Φ
+ − 

∂∂  
   ∂ ∂Φ= − −  

∂∂  
   ∂ ∂Φ

 + −
∂∂ 

                  (47) 

零阶形变方程： 

( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )
( )

1 1,0 1

2 2,0 2

3 3,0 3

; ; 1
; ;1 1

1; ;

t q x t t q
t q x t t qq L q N
t q x t t q

ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ

 −     
      −− = −      

     −      


                    (48) 

m阶形变方程： 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )
( )

1, 1, 11, 1, 1

2, 2, 11 2, 2, 1

3, 31, 1 3, 3, 1

m mm m m

m m m m m

m m m m m

Rx t x t
x t x tL R
x t x t R

χ
χ

χ

−−

− −

− −

 −    
 − = 
  −     

x

x

x

                        (49) 

根据初始条件和初始猜测解有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, 2, 3, 1, 3,0 0, 0 0, 0 0, 0 0, 0 0, 1 ,m m m m mx x x x x m′ ′= = = = = ≥  
且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1, 1, 1 1, 1 3, 1 1, 2,
1

2, 2, 1 2, 1 2, 1 2, 1,
1

3, 3, 1 3, 1 1, 1 3, 2,
1

1 ,

1 ,

1 ,

m m m m i j m
i j m

m m m m i j m
i j m

m m m m i j m
i j m

R x t x t x x t

R x t x t x x t

R x t x t x x t

χ

χ

χ

− − −
+ = −

− − −
+ = −

− − −
+ = −

′′ ′= − + − −

′′ ′= − − − −

′′ ′= − + − −

∑

∑

∑

x

x

x

                    (50) 

仿照(25)的做法，我们再用mathematica编程，对 1m ≥ 解m阶形变方程(48)： 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

1, 1, 1 1, 1, 10 0

2, 2, 1 2, 2, 10 0

3, 3, 1 3, 3, 10 0

d d ,

d d ,

d d .

t
m m m m m

t
m m m m m

t
m m m m m

x t x t R s

x t x t R s

x t x t R s

τ

τ

τ

χ τ

χ τ

χ τ

− −

− −

− −

= +

= +

= +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

x

x

x







                        (51) 
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再令 1= ，算得 ( ) ( ) ( )1 2 3, ,x t x t x t 的6阶解析近似分别为 

( )
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 1
2 6 24 120 720 5040 40320 362880 362880 39916800
t t t t t t t t t tx t t≈ + + + + + + + + + + +          (52) 

( )
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

2 1
2 6 24 120 720 5040 40320 362880 362880 39916800
t t t t t t t t t tx t t≈ − + − + − + − + − + −          (53) 

( )
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

3 1
2 6 24 120 720 5040 40320 362880 362880 39916800
t t t t t t t t t tx t t≈ + + + + + + + + + + +          (54) 

在 3 3t− ≤ ≤ 范围内，我们画出 ( ) ( ) ( )1 2 3, ,x t x t x t 的10阶解析近似的图像。 

如图 12 所示，我们可以看出：当 2 2t− ≤ ≤ 时，用我们的同伦分析方法求得的非线性系统(43)的近似

解与其精确解的确非常接近；但当 t 在更大的范围内取值时，就会产生较大的误差。因此，我们考虑用同

伦 Padé 逼近方法来改进，过程如上诉方法分析，求得[5,5]阶同伦–帕德近似解，其图像如下所示。 
如图 13 所示，我们可以看出：同伦 Padé 逼近求解的近似解和精确解的吻合范围差不多，并没有扩

大，即帕德逼近对于用同伦方法求解非线性方程时能加速解的收敛性。 
由上述分析结果显示，即使时间历程 t 处于一个较大的范围，结合了帕德逼近和同伦分析方法的解析

解仍然与数值积分解吻合得很好。也就是说，运用同伦–帕德逼近的技巧加速解的收敛性。在求非线性解

析解的时候，帕德逼近作为一种特殊的有理函数逼近，能够有效的将结果的正确范围扩大，从而有利 
 

 

 
紫虚线代表近似解，红实线代表精确解 

Figure 12. The curves of x1(t), x2(t), x3(t) are obtained by the homotopy analysis method for nonlinear systems 
图 12. 非线性系统同伦分析方法所得 x1(t)，x2(t)，x3(t) 
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紫虚线代表近似解，红实线代表精确解 

Figure 13. The curves of x1(t), x2(t), x3(t) are obtained by homotopy padé approximation method 
图 13. 同伦 Padé 逼近方法所得 x1(t)，x2(t)，x3(t) 
 

于我们对于数学问题结果的计算和预测[13] [14] [15] [16]。因此，研究帕德逼近及在非线性系统中的应用

是十分必要的。 
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