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摘  要 

本文对经典的模糊半参数部分线性模型进行了推广。在本文中，考虑将样条函数和非参方法结合起来进

而应用在具有模糊解释变量和模糊响应变量的数据中来，并将模糊响应变量的展形作为模糊响应变量的

中心的线性组合，从而构建出一种新的自适应模糊半参数回归模型。模型中重点考虑解释变量的中心与

响应变量之间的关系，以简便所构造的模型。然后，提出了一种交叉验证和最小绝对偏差混合的方法来

实现所构造的自适应模糊半参数回归的目标函数优化问题，进而估计模糊半参回归模型的非参数部分的

带宽和参数部分中待估计的实系数。为了验证所提出模型的有效性，本文中利用了一些常用的拟合指标

来检验回归模型的性能。最后将本文中提出的回归模型与所提出的方法进行了对比分析，结果表明所提

出的回归模型是较为有效的和准确的。 
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Abstract 
In this paper, the classical fuzzy semi-parametric partially linear model is extended. A new adap-
tive fuzzy semi-parametric regression model is constructed by combining spline function and 
nonparametric method in the data with fuzzy explanatory variable and fuzzy response variable, 
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and taking the spread of fuzzy response variable as the linear combination of the center of fuzzy 
response variable. The model focuses on the relationship between the center of the explanatory 
variable and the response variable to simplify the constructed model. Then, a hybrid method of 
cross validation and minimum absolute deviation is proposed to optimize the objective function of 
the constructed adaptive fuzzy semi-parametric regression, and then the bandwidth of the non- 
parametric part of the fuzzy semi-parametric regression model and the real coefficients to be es-
timated in the parametric part are estimated. In order to verify the validity of the proposed model, 
some commonly used fitting indexes are used to test the performance of the regression model. Fi-
nally, the regression model proposed in this paper is compared with the proposed method, and 
the results show that the proposed regression model is more effective and accurate. 
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LR-Type Fuzzy Number, Truncated Power Basis (TPB), Adaptive Fuzzy Regression,  
Fuzzy Semi-Parametric Regression 
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1. 引言 

回归分析[1]是为了研究一个真实现象与其他真实现象之间的依赖关系而采用的统计方法，是一种有

着广泛应用背景的数据分析方法。它主要基于观测数据讨论响应变量与一个或多个解释变量之间的相关

依赖关系，广泛用于通过对解释变量的观测来描述、控制和预测响应变量的值。然而，由于数据不精确，

观测数据与相应的估计值之间存在偏差。提出了模糊回归方法来建立变量间关系的模型。它们还广泛应

用于分析复杂系统，包括经济系统、社会系统、工程系统和环境系统，这些系统中人类主观判断的模糊

性是有影响的[2] [3] [4] [5]。 
Tanaka et al. [6]是最早提出了模糊线性回归问题。他于 1982 年首次提出模糊线性回归模型，该模型

主要用于反映模糊系统中解释变量与响应变量之间的关系。传统回归模型将真实数据与估计值之间的偏

差视为观测误差，而模糊回归分析则将这种误差视为系统结构本身的模糊性，将数据与估计值之间的偏

差视为系统参数的模糊性，从而通过参数模糊性来解决这一问题。他们最小化了系统的模糊性，以估计

回归模型的参数。此后，模糊回归模型引起了一些研究者的兴趣。Yen et al. [7]将使用对称三角参数的模

糊线性回归模型的结果扩展为不对称模糊三角系数的模型。沿着这个思路，后来的研究发展并完善了该

模型的缺陷[8] [9]。Diamond [10]研究了模糊回归建模问题中未知参数的最小二乘估计方法。Xu 和 Li [11]
利用模糊数空间上定义的距离建立了模糊类比，并用最小二乘方法处理了模糊多元线性回归问题。随后

一些作者对这种方法进行了研究和改进(例如[12] [13])。这些研究都是明确了输入输出之间的关系，从而

建立多元线性回归模型，通过各种方法求解未知系数解决实际问题。 
对于许多实际问题，输入和输出之间的函数形式往往是未知的，我们无法得到他们之间的具体关系。

此时，有非参数技术来改进模糊回归分析。近几年不少学者研究了模糊非参回归模型：Petit-Renaud 和

Denux [14]提出了一种基于模糊置信度分配的非参数回归方法。Farnoosh 等人[15]研究了具有多元实值输

入和三角模糊输出的模糊非参数回归模型的岭估计。非参数方法通常存在一些解释性差，数据要求高等

缺陷。而由于模糊半参数回归模型集合参数回归和非参数回归，因此，模糊半参回归模型具有了他们的
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优势，同时更具灵活性。Akbari 和 Hesamian [16]扩展了传统的半参数偏线性回归模型，当出现多重共线

性和异常值时，该模型具有模糊预测因子和模糊响应。Hesamian et al. [17]利用非参数估计器构造了一个

模糊单变量回归模型，并用混合算法估计了带宽和模糊回归系数。 
在过去具有模糊解释变量和模糊响应变量的模糊回归模型中，他们没有研究半参数技术对自适应模

糊回归模型中响应变量中心的影响。本文将参数回归和非参数回归方法以及样条基和自适应技术相结合，

尝试引入基于样条基的自适应模糊半参数回归模型。因此，本文的主要工作是研究具有模糊输入输出的

样条基的自适应模糊半参数回归模型，以预测模糊输出的效果。本文提出了一种常用的两步方法来估计

非模糊系数和非模糊平滑函数。为此，采用核函数法和最小绝对偏差法，对自适应模糊半参数回归模型

的分量进行估计。在非模糊平滑函数估计中，采用基于交叉验证准则的最小化算法来选择最优带宽。为

了进行对比研究，对所提出的基于样条基的自适应模糊半参数回归模型进行了仿真分析，并根据一些著

名的拟合优度准则对所提出的方法进行了比较，验证了所提出方法的有效性和优越性。由于所提出的模

型应该与现实相关，我们将基于使用真实数据集来说明所提出的方法。数值分析和对比结果表明，该模

型较其他模型有较大的优势。 
本文的其余部分组织如下。第 2 节回顾了 LR-型模糊数、线性自适应模糊回归模型和模糊半参数部

分线性模型。第 3 节描述了采用样条基的自适应模糊半参数回归模型的形式化。本节中，采用交叉验证

方法中的留一法和最小绝对偏差方法来确定未知的光滑参数和待估计的实值系数，然后，从评价模型拟

合优度的一些措施方面，报告了模型的不同性能标准。在第 4 节中，通过应用实例的结果，我们证明了

所提模型的有效性。最后，在第 5 部分对本文的工作做了总结和展望，以供进一步研究。 

2. 预备知识 

在本节中，我们介绍了 LR-型模糊数的一些概念，线性自适应模糊回归模型和模糊半参数部分线性

模型的基本原理。这两个模型在提供信息以支持本文讨论的背景、方法和预测过程方面都很重要。 

2.1. LR-型模糊数 

一个 LR-型模糊数 A 是由下面的隶属函数定义[18]得到： 

( )
, ,

, .

c xL x c
l

A x
x cR x c

r

 −  ≤   = 
−  >   

                                  (1) 

可以看出，LR-型模糊数的隶属函数是由中心值 c∈，左右展值 ,l r +∈ ， [ ], : 0,1L R + →  ( ,L R 是

严格递减的形状函数)，且 ( ) ( )0 0 1L R= = 组成。一个 LR-型模糊数 A 可以记作 ( ); , LRA c l r= 。若形状函数

由 { }max 0,1 x− 定义，那么 A 是一个三角模糊数，记为 ( ); , TA c l r= 。 
对于 LR-型模糊数的代数运算，我们在 Zadeh 可拓原理的基础上得到如下结果(详见[18])。令

( ); ,a a LR
A a l r= 和 ( ); ,b b LR

B b l r= 为两个 LR-型模糊数， λ 为实数。 

( ); ,a b a b LR
A B a b l l r r+ = + + +  ； 

( )
( )

; , 0
; , 0

a a LR

a a RL

a l r
A

a r l
λ λ λ λ

λ
λ λ λ λ

 ≥=  − − <
 。 

由 Kelkinnama 和 Taheri [19]所定义的两个 LR-型模糊数之间的距离： 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, ,
3 a b a bD A B a b a l b l a r b rω ω υ υ= − + − − − + + − +                 (2) 

其中， ( )1 1
0

dL x xω −= ∫ ， ( )1 1
0

dR x xυ −= ∫ 。 

2.2. 线性自适应模糊回归模型 

考虑 n 组 LR-型模糊数据，即 { }0 1, , , , , 1,2, ,i i ip ix x x y i n=   
  。其中 ( ); ,

ij ijij ij x x
LR

x x l r= 是解释变量，

( ); ,
i ii i y y LR

y y l r= 是响应变量 ( )( )00,1, , , 1;1,1i LRj p x= =
 。D’urso [20]得到了具有实值系数的模糊输入与模

糊输出之间真实关系的方程并提出了一种基于三个子模型(一个核心回归模型和两个展形回归模型)的自

适应模糊线性回归模型。模糊回归模型可以写成： 

0 0 0
ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ ˆ, ,
ˆ ˆ ˆ, ,

ij ij

i i i

i i i

p p p

i i i i j ij j x j x
j j j

y y i y i

y y i y i

y y y x l r

l l l uy g

r r r vy z

α β δ

λ

ρ

= = =


= + = + +


 = + = +
 = + = +


∑ ∑ ∑

                      (3) 

以上表达式中， ˆiy ，ˆ
iyl 和 ˆ

iyr 分别表示第 i 个响应变量的估计值的中心，左展和右展； jα ， jβ 和 jδ 是

关于响应变量估计值中心的回归模型的系数；u，v，g 和 z 是关于响应变量估计值左右展形的回归模型的

系数； i ， iλ 和 iρ 分别表示回归模型中心、左展和右展的残差。D’Urso 采取了基于两个 LR-型模糊数之

间的平方欧氏距离来估计模糊回归模型的未知参数。 

2.3. 模糊半参数部分线性模型 

给定一组具有 n 个的模糊观测数据{ }1 2, , , , , 1,2, ,i i ip ix x x y i n=   
  ，可以建立模糊半参数部分线性模型

[21]： 

( )
1

,
p

i j ij i i
j

y x fβ τ
=

= + +∑ 

                                  (4) 

其中， jβ 是一个未知的实系数； iτ 是一个取值范围在 0 到 1 (包含 0 和 1)的协变量，当 i j< 时，有 i jτ τ≤ ；

( ) ( )( ); ,
i ii i LR

f f l rτ ττ τ= 是未知的光滑函数，其中光滑函数的左右展 ,
i i

l rτ τ 都大于等于 0； i 是一个均值为

零的随机误差。由(4)指出，在模糊半参数部分线性模型中使用常数 0β 代替 ( )if τ ，可以将模糊半参数部

分线性模型简化为模糊线性回归模型。因此，模糊线性回归问题转向寻找最优实系数 jβ ，使估计输出 ˆ
iy

与观测输出在一定意义上一致。模糊半参数部分线性模型由两部分组成，一部分是参数部分，另一部分

是非参数部分。参数分量用于分析确定性影响因素，非参数分量用于表征随机干扰。可见，模糊半参数

部分线性模型与参数回归模型相结合具有解释性好、简单的优点，非参数回归模型的回归函数形式可以

任意，可以有效地处理非线性问题，较好地拟合样本数据。 

3. 模糊输入、模糊输出回归模型的建立 

本节提出了一种基于模糊输入和模糊输出数据的半参数自适应模糊回归方法。 

3.1. 基于 TPB 自适应模糊半参数回归模型 

考虑 LR-型模糊数{ }1 2, , , , , 1,2, ,i i ip ix x x y i n=   
  ，其中 ( ); ,

ij ijij ij x x
LR

x x l r= ， ( ); ,
i ii i y y LR

y y l r= ， 
1,2, ,j p=  。回归样条的使用通常为分析人员制定探索性分析提供了额外的灵活性。截断幂基是一个在

https://doi.org/10.12677/mos.2023.123163


蒋珂利，陆秋君 

 

 

DOI: 10.12677/mos.2023.123163 1764 建模与仿真 
 

1j jst t< < 处具有结点的某阶样条，并且在每个区间上是一个 d 次的实值多项式函数。对此，我们考虑

以下应用 TPB 的自适应模糊半参数回归模型： 

( ) ( )
1 1 1

ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ ˆ, ,
ˆ ˆ ˆ, ,

i i i

i i i

p d s dq
i i i i jq ij jk ij jk i

j q k

y y i y i

y y i y i

y y y x x t f

l l l uy g

r r r vy z

α β τ

λ

ρ

+
= = =

= + = + − +

= +

  
  



= +








= +


= +

∑ ∑ ∑

               (5) 

其中， jqα ， jkβ ，u，v，g 和 z 是上述模型中待估计的实系数； jkt 是关于解释变量中心的节点； i ， iλ 和

iρ 表示残差； ( )if τ 是未知的光滑函数，其中 [ ]0,1iτ ∈ 是协变量。 
根据 Nadaraya-Watson [22]，那么估计光滑函数 ( )if τ 可以是： 

( ) ( )
1 1 1 1

pn d s dq
m i m jq mj jk mj jk

m j q k
w y x x tτ α β

+
= = = =

  
⋅ − + −     

∑ ∑ ∑ ∑                    (6) 

其中 ( )

1

m i

m i n
m i

m

K
hw

K
h

τ τ

τ
τ τ

=

− 
 
 =

− 
 
 

∑
和 0h > 为核函数 ( )K ⋅ 的带宽。 

将(6)式代入(5)式中的第一个表达式中，得到关于输出中心的估计值： 

( ) ( )

( ) ( )( )
1 1 1 1

1 1 1

ˆ
pn d n

q q
i m i m jq ij m i mj

m j q m

p s nd d
jk ij jk m i mj jk

j k m

y w y x w x

x t w x t

τ α τ

β τ

= = = =

+ +
= = =

 = + − 
 

 + − − − 
 

∑ ∑∑ ∑

∑∑ ∑
                   (7) 

3.2. 估计模型未知参数的算法 

由于光滑函数 ( )if τ 中涉及光滑参数 h，因此在估计光滑函数时，先估计未知的光滑参数带宽 h。本

文中，采取交叉验证中的留一法获取 h： 

( )
0 1

1 ˆarg min
n

opt i i
h i

h y y
n> =

= −∑ ，                          (8) 

其中， ( )ˆ iy 表示去掉第 i 个样本之后 iy 的估计值。 
根据最优带宽 opth ，估计模糊回归系数的最优值是考虑两个 LR-型模糊数之间的绝对距离来确定回归

模型中的未知参数： 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
1

1 ˆˆ ˆ ˆ ˆ
3 i i i i

n

i i i y i y i y i y
i

y y y l y l y r y rω ω υ υ
=

− + − − − + + − +∑ 。           (9) 

针对上述优化问题，本文提出了以下算法来寻找带宽和回归系数的最优值： 
步骤 1：选择一个核函数，通过(8)计算最优带宽。 
步骤 2：通过最小化(9)的方法估计回归系数。 

3.3. 回归模型的评价指标 

为了检验所提出的基于样条基的自适应模糊半参数回归模型的性能，本文采用以下常用的拟合指标
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测度，以获得预测精度。在模糊环境中，我们可以使用 Kim 和 Bishu ([23])提出的隶属函数拟合的误差作

为拟合优度的度量。假设 iy 和 ˆ
iy 分别是基于所建立模型的实际输出和估计输出。使用 Kim 和 Bishu 提出

的距离的误差均值(ME)定义为公式： 

( ) ( )
( )1

ˆ d1ME ,
d

n i i

i i

y x y x x

n y x x=

−
=

∫∑
∫

 



                            (10) 

其中，积分只在包含模糊数支撑的区间内计算。 
输出的中心、左展、右展( MAPEc 、 MAPEl 和 MAPEr )的平均绝对百分比误差分别用于比较和评估

回归模型的准确性。 

1

ˆ1MAPE ,
n

i i
c

i i

y y
n y=

−
= ∑                               (11) 

1

ˆ1MAPE ,i i
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n y y
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i y

l l
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−
= ∑                               (12) 

1

ˆ1MAPE ,i i

i

n y y
r

i y

r r
n r=

−
= ∑                               (13) 

另外，平均相似度(MSM)的评价指标亦可以对模型进行评价： 

( )( )
( )( )1

ˆ d1MSM ,
ˆ

 
d

n i i

i i i

y y x x

n y y x x=

∩
=

∪

∫∑
∫

 

 

                          (14) 

其中∩和∪表示模糊数空间上的交集和并集。 

4. 算例分析 

在本节中，我们研究了所提出的自适应模糊回归求解过程的可行性和有效性。我们可以令 2d = 。平

滑函数是 triweight 核函数。 

( ) ( )232 1 , 1,
35
0, 1.

x x
K x

x

 − ≤= 
 >

 

在这里，我们使用的数据集包括 1988 年 1 月至 1991 年 10 月 5 家不同航空公司的每日股价(见
https://sci2s.ugr.es/keel/dataset.php?cod=77/)。该数据集包含 150 个连续变量的数值观测数据。在这五个变

量中，数据集中的第五个变量被认为是响应变量，其余四个变量根据数据集中的顺序被索引为解释变量。

然后 He et al. ([24])将所有变量转化为三角模糊数，对所选数据进行模糊化如下处理： 

( )
21 1exp ,

22
yp y µ
σπσ

 − = −  
   

 

其中

1
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150

i
i

y
µ ==

∑
，

( )2

2

150

1

150

i
i

y µ
σ =

−
=
∑

分别是均值和方差。
iyl 和

iyr 可以由下面的表达式确定： 

{ } { } , 0.05
iiy i yiP l y y P y y r ρ ρ< < = < < = = 。 

利用 TPB 对这些数据导出的自适应模糊半参数回归模型为： 

https://doi.org/10.12677/mos.2023.123163
https://sci2s.ugr.es/keel/dataset.php?cod=77/
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作为对比，提出的模型的性能与其他研究人员 D’Urso [20]，Chen 和 Hsueh [25]，Choi 和 Buckley [26]，
Chachi 和 Taheri [27]，Hesamian et al. [21]和 Chen and Nien [28]提出的模型进行了比较。 

从表 1 可以看出，与文献中已有的方法相比，我们的方法具有显著的拟合性和效率。 
 
Table 1. The fitting performance of fuzzy regression model 
表 1. 模糊回归模型的拟合性能 

 ME MSM MAPEc MAPEl MAPEr 

D’Urso (2003) 0.262 0.780 0.019 0.336 0.287 

Chen and Hsuech (2007) 2.536 0.757 0.020 0.352 0.275 

Choi and Buckley (2008) 1.453 0.744 0.020 0.444 0.369 

Chachi and Taheri (2016) 1.577 0.657 0.026 0.438 0.286 

Hesamian et al. (2017) 0.552 0.894 0.008 0.137 0.105 

Chen et al. (2020) 0.406 0.673 0.034 0.525 0.924 

Proposed method 0.089 0.917 0.006 0.117 0.110 

 
如图 1 所示为拟合示意图。如图 1 所示，可以很明显看出，与文献中已有的方法相比，我们的方法

的拟合指标结果最优，从而本文提出的方法更有效。 
 

 
Figure 1. The fit of the model 
图 1. 模型的拟合性 

https://doi.org/10.12677/mos.2023.123163
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5. 总结与未来展望 

利用样条基函数研究了一种输入模糊、输出模糊的自适应模糊半参数回归模型。所提出的回归模型

是基于著名的线性自适应模糊回归模型。 
首先，定义了自适应模糊回归模型，并结合半参数技术和 TPB，利用绝对偏差度量优化目标函数，

同时估计回归系数和平滑函数。然后，我们讨论了我们的结果，并与一些经典的和最近提出的方法进行

了比较。该模型优于其他模型，是提高预测精度的一种有效合理的方法。 
根据所获得的结果，进一步的工作可以将所提出的方法扩展到更复杂的模糊回归模型(例如：模糊逻

辑回归)以及发展与传统方法的比较研究。 
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