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摘  要 

传统的最优迭代学习控制(TOILC)可以有效地提高伺服系统的跟踪性能。然而，在伺服系统的运行过程

中可能存在参数扰动，其参数不断缓慢变化，从而导致TOILC的收敛性变差，系统的跟踪性能严重恶化。

因此，考虑到系统的时变特性，提出了一种基于最小二乘的自适应最优迭代学习控制(LSAOILC)算法。

在迭代过程中，根据输入和输出数据辨识得到系统的名义模型，来更新最优迭代学习控制器。当系统存

在参数扰动时，它仍具有良好的跟踪性能，弥补了TOILC的不足。仿真和实验证明了该算法对时变系统

的有效性。 
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Abstract 
Traditional Optimal Iterative Learning Control (TOILC) can effectively improve the tracking per-
formance of the servo system. However, there may be parameter perturbation in the running 
process of the servo system, and its parameters are constantly changing slowly. As a result, the 
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convergence of the TOILC becomes worse, and the tracking performance of the system deteri-
orates seriously. Therefore, in view of the time-varying characteristics of the system, a least squares 
adaptive optimal iterative learning control (LSAOILC) algorithm is proposed. In the process of ite-
ration, the nominal model of the system is identified according to input and output data so as to 
update the optimal iterative learning controller. It still has good tracking performance when the 
system has parameter perturbation, which makes up for the shortage of the TOILC. The simula-
tions and experiments prove the effectiveness of the proposed algorithm for the time-varying sys-
tem. 
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1. 引言 

迭代学习控制一般用于消除系统在执行重复性任务时的重复性误差，在机械手等运动控制场合得到

了广泛的应用。目前，研究人员的主要研究方向是将最优控制、H∞控制和滤波器设计等方法与迭代学习

相结合。在控制器设计过程中充分考虑了系统的模型信息[1] [2] [3]，其中最优迭代学习控制具有良好的

瞬态行为和沿迭代方向的单调收敛性。因此，最优迭代学习控制已被广泛使用和研究。Gunnarsson 等人

[4] [5] [6]通过辨识方法得到了系统的 Toeplitz 矩阵，然后利用最优理论设计了基于 Toeplitz 矩阵的迭代学

习控制器，取得了良好的跟踪性能。Bosgra O H.等人[7] [8]设计了一个基于优化方法的迭代学习控制器，

并引入窗口矩阵来抑制光刻机运动控制系统的残余振动。上述所有的算法都依赖于系统的 Toeplitz 矩阵，

而没有考虑系统长期运行所引起的参数扰动，这可能导致迭代学习算法的性能恶化。 
目前，迭代学习控制主要是针对线性时变系统设计的，但在系统长期运行过程中会有一定的参数扰

动，系统参数会缓慢变化。针对系统的时变特性，Feng 等人[9]提出了一个改进的偏微分方程模型来建立

对象模型，结合自适应迭代学习，提出了一个用于具有主动质量阻尼器和边界干扰的高层建筑的控制器。

然而，它是基于模型的，建立一个准确的系统模型结构是很困难的。Lin 等人[10]提出了一种数据驱动的

递归最小二乘法识别算法，该算法只是对系统参数识别的研究，没有提到在迭代过程中与迭代学习控制

的结合。Ketelhut 等人[11]提出了一种用于机器人辅助训练的规范最优迭代学习控制算法，该算法的目的

是在使用机器人辅助训练装置进行腿部伸展训练时，最大限度地减少外部膝关节内收/外展力矩。然而，

该算法仅对重复干扰具有鲁棒性，并且没有解决模型的不确定性带来的问题。Yang 等人[12] [13]提出了

一种数据驱动的自适应最优迭代学习控制算法(DDAOILC)，然而，该方法使用第(k − 1)次的数据来计算

第 k 次的系统名义模型，收敛效果需要改进。此外，算法缺乏灵活性，控制器在每次迭代时都要更新一

次，这增加了算法的计算复杂性，不利于该算法在实际系统中的应用。 
因此，根据伺服系统的时变特性，本文提出了一种将最小二乘法辨识与 TOILC 相结合的算法，即

LSAOILC；在系统运行过程中，不断对系统名义模型进行辨识，弥补了 TOILC 不能应对时变系统的不足

之处。此外，引入了新的性能指标，来监测跟踪误差是否超出限制，不用每一次迭代都更新控制器，增

强了算法的灵活性；并将提出的算法应用于实际伺服系统。当系统具有时变特性时，该系统仍然具有良

好的跟踪性能。 
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2. 问题描述 

2.1. 伺服系统的数学模型 

本文的目标是为具有时变特性的伺服系统设计控制器，以实现良好的轨迹跟踪性能。本节给出了系

统描述，控制系统的框图如图 1 所示。 
 

 
Figure 1. Control system block diagram 
图 1. 控制系统框图 
 

其中， ( )G s 表示被控对象， ( )C s 表示反馈控制器，v 表示噪声，r 表示参考轨迹， ke ， ku 和 ky 分别表

示第 k 次迭代的误差信号，前馈信号和输出信号。每次迭代运行时间为 [ ]0 t T∈ ，设采样周期为 sT ，因

此，对信号进行离散化，取 sN T T= ，则第 k 次迭代输出为 

( ) ( ) ( ) ( ) T
0 , 1 , 2 , , 1k k k k ky y y y N= −  y                           (1) 

N 表示采样点，r， ke ， ku 与由 ky 形式相同的向量表示。不考虑噪声的影响，系统的输出为 

k r u k= +y T r T u                                     (2) 

Toeplitz 矩阵 uT 由传递算子 G(s)/(1+G(s)C(s))的脉冲响应系数形成，即 
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rT 的定义类似，当不考虑系统参数的变化时，根据等式(2)，第 k 次和第 1k − 次输出之间的差值为 

k u k∆ = ∆y T u                                       (4) 

其中 1k k k−∆ = −y y y ， 1k k k−∆ = −u u u ，利用伺服系统的基本数学模型，可以设计控制器。 

2.2. TOILC 算法 

TOILC 通常使用如图 2 所示的控制结构，一般更新方程如下： 

1k k k+ = +u u Le                                      (5) 

其中 

k r u k= − −e r T r T u                                    (6) 

其思想是通过最小化准则 1kJ + 来确定 1k+u ，从而使误差 ke 尽可能小。 
T T

1 1 1 1 1k k e k k du kJ + + + + += + ∆ ∆e W e u W u                             (7) 

其中， eW 和 duW 是正定加权矩阵，使得 1kJ + 是严格凸的。通常， eW 是单位阵 I， du Iρ= ⋅W ， ρ 为控制
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器设计参数并且 0ρ >  [14]。 
结合等式(6)和等式(7)，将 1kJ + 相对于 1k+u 微分并令倒数得 0，从而可以用等式(8)更新等式(5) 

( ) 1T T
du u e u u e

−
= +L W T W T T W                               (8) 

加权矩阵 duW 用于调节控制信号的步长，以防止控制信号变化过快。 eW 的引入可以提高 TOILC 算

法的鲁棒性。 
 

 
Figure 2. TOILC block diagram 
图 2. 传统的最优迭代学习控制框图 

 
通常，TOILC 在迭代之前获得 Toeplitz 矩阵。然而，在实践中，伺服系统的参数可能在迭代过程中

缓慢变化，这将使得 TOILC 无法收敛并导致跟踪性能恶化。 

2.3. 系统时变的影响 

虽然 TOILC 具有一定的鲁棒性，但当系统参数变化到一定程度时，将导致轨迹跟踪性能的恶化。具

有系统时变特性的 TOILC 框图如图 3 所示， u
T 表示时变系统的名义模型。因为 u u≠ T T ，所以当系统具有

时变特性时，TOILC 不能保证收敛。 
 

 
Figure 3. TOILC block diagram with system time-variant 
图 3. 有系统时变的传统的最优迭代学习控制框图 

 
因此，控制器 L 需要在迭代过程中更新，如图 3 所示，即： 

( ) 1T Tˆ ˆ ˆ ˆ
u e u u eρ

−
= ⋅ +L I T W T T W                               (9) 

其中， ûT 表示 u
T 的辨识的值，当估计误差很小时，表示 û u≈ T T ，可以有效地改善系统参数对轨迹跟踪性

能的影响。 
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3. LSAOILC 算法 

3.1. LSAOILC 控制器设计 

脉冲响应由输入和输出数据识别，从而得到系统的 Toeplitz 矩阵。当系统参数保持不变时，等式(4)
可重新表述为： 

k k k∆ = ∆y U h           (10) 

其中， ( ) ( ) ( ) T
0 1 1k h h h N= −  h  ，表示脉冲响应， k∆U 表示表示向量的下三角 Toeplitz 矩阵。 
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( ) ( )

0 00
0 01

=

2 01

k

kk
k

k kk

u
uu

u N uu N

 ∆ 
 ∆∆ ∆  
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 
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可以根据最小二乘估计算法获得目标函数： 

( ) ( )Tˆ ˆ
k k k k k kJ = ∆ −∆ ∆ −∆y U h y U h                             (12) 

其中， ˆ
kh 表示脉冲响应 kh 的估计值，将 J 相对于 ˆ

kh 做微分并且令倒数等于 0 可得 

T T ˆ2 2 0ˆ k k k k k
k

J∂
= − ∆ ∆ + ∆ ∆ =

∂
U y U U h

h
                           (13) 

因此，可以获得脉冲响应的估计值： 

( ) 1T Tˆ =k k k k k

−
∆ ∆ ∆ ∆h U U U y                                (14) 

在许多实际情况下，矩阵 T
k k∆ ∆U U 的逆可能不存在，导致方程(5)没有解。在这种情况下，算法将不

稳定。因此，将 Moore-Penrose 广义逆矩阵代入方程(14)，即： 

( )T Tˆ =k k k k k

+
∆ ∆ ∆ ∆h U U U y                                (15) 

因此，系统 Toeplitz 矩阵 ûT 的估计值可以由等式(15)生成，然后带入式(9)，从而可以对控制器进行

更新，在系统参数变化时通过更新控制器，弥补了 TOILC 的不足。通过矩阵奇异值分解可以得到

Moore-Penrose 广义逆矩阵，使用广义逆矩阵解可以避免奇异值的影响，使算法更稳定。 
在一些实际情况下，伺服系统的参数不会突然变化，而是缓慢变化。然而，在实践中，测量得到的

输出信号总是受到噪声的影响[15]。因此，测量的输出变化量表示为 v
k k kv∆ = ∆ +y y 。在实验过程中，发

现当跟踪误差和噪声接近时，测量的输出变化量 v
k∆y 将被系统噪声淹没，导致辨识获得的系统模型不准

确，跟踪性能较差。 v
k∆y 越准确，所辨识的系统模型越准确，轨迹跟踪性能越好。结合等式(4)和等式(5)

表明， 1k−e 越大必然导致 k∆y 越大。考虑实际系统中存在的噪声引入性能指标[16]： 
2 2

k kc v>e                                     (16) 

其中， kv 是实际系统的噪声，该不等式用于在迭代过程中可以监控系统的跟踪误差 ke 。不等式(16)中的 c
值用于测量跟踪误差和系统噪声之间的定量关系，需要通过实验确定。因此，不等式(16)可以有效地抑制

噪声对辨识精度的影响。 
TOILC 具有一定的鲁棒性，当系统参数发生轻微变化时，不会影响算法的性能。对于具有时变特性

的伺服系统，系统参数变化缓慢。由于噪声的影响，当跟踪误差变化很小时，辨识的名义模型的精度不

高，LSAOILC 和 TOILC 的收敛程度相似。此时，无需辨识系统的名义模型。因此，引入不等式(16)可以
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有效地避免在每次迭代中运行辨识算法，提高了效率。 
因此，只要辨识精度高，就可以保证 LSAOILC 的收敛性。最重要的一点是，LSAOILC 的辨识算法

只需一次即可获得准确的辨识结果。因此，LSAOILC 的辨识算法收敛较快。 

3.2. LSAOILC 算法与 DDAOILC 算法的比较 

DDAOILC 本质上是 TOILC 和非参数模型辨识算法的结合，用于在迭代过程中辨识系统的名义模型，

能在系统参数变化时补偿 TOILC 的不足，详见[12]。基于最优控制理论，通过理论分析获得辨识算法的

性能目标函数，如等式(17)所示： 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2
1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆk k k k k kJ t t t t tµ δ− − −= ∆ − ∆ + − −τ y τ u τ τ                (17) 

其中， ⋅ 表示向量的二范数， ( )ˆk tτ 表示系统名义模型 ûT 的非零元素 ( )k tτ 的估计值， µ 表示拉格朗日算

子，δ 表示无穷小正数。 
最小化性能函数 ( )( )ˆkJ tτ 来获得 ( )ˆk tτ ，可以得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

1

1

T
1 1 1

1 T
1

ˆ
ˆ ˆ k

k

k k k
k k

k

t t t t
t t

t tµ
−

−

− − −
−

−

∆ − ∆ ∆
= +

+ ∆ ∆

y τ u u
τ τ

I u u
                  (18) 

在等式(18)中，每次迭代都需要矩阵 ( ) ( )( )1

T
1 kk t tµ

−−+ ∆ ∆I u u 的逆，这是一个复杂且计算量大的过程，

因此为了避免这种现象，使用了 ( )( )2
1k tµ −+ ∆I u 来计算 ( ) ( )( )1

T
1 kk t tµ

−−+ ∆ ∆I u u 的值，详见[12]。 
因为在 DDAOILC 中， µ 是根据经验选择的，很难调整到合适的值，所以矩阵 ( )( )2

1k tµ −+ ∆I u 的

逆可能不存在。而 LSAOILC 可以通过计算 ( )T
k k∆ ∆U U 的广义逆矩阵找到等式(13)的近似解，从而避免矩

阵逆不存在的影响，使算法更稳定，从而可以更好地应用于实际系统。 
在 DDAOILC 中，当系统模型参数发生变化时，DDAOOLC 需要大约八次迭代才能达到稳定性。相

比之下，而在 LSAOILC 中，最小二乘法(一次能达到最优)需要大约三次迭代能在系统模型参数改变后达

到稳定，从而减少了系统达到稳定之前的迭代次数。 
在 DDAOILC 中，采用第(k − 1)次的数据来辨识得到系统的第 k 次迭代的名义模型。而在 LSAOILC

中，采用第 k 次的数据来辨识系统的第 k 次迭代的名义模型。因为使用第 k 次迭代的数据进行识别获得

的系统名义模型更接近真实值，通过 LSAOILC 辨识的系统模型参数更准确，稳定时的误差更小。 
而且 LSAOILC 引入了一个性能指标，即不等式(16)，它保证跟踪性能的同时，避免了在每次迭代时

对系统模型进行辨识，更有利于算法在实际系统中的应用。 

4. 仿真结果 

4.1. 参考轨迹和仿真模型 

参考轨迹如图 4 所示，轨迹参数为： max 3600 degr = ， 1
max 8000 deg sv −= ⋅ ， 2

max 50000 deg sa −= ⋅ ，
8 3

max 1 10  deg sj −= × ⋅ ， 1.0235 st = 。 
一般的机械系统是二阶系统。为了简化模型结构，假设对象是刚体模型，系统具有摩擦阻尼。由于

机械系统中存在柔性连杆引起的谐振特性，在 MATLAB 中对具有谐振模块的伺服系统进行了建模。由

于对谐振模型建模时考虑的条件不同，系统传递函数的参数数量不同，但传递函数的阶数保持不变。因

此，在仿真中使用方程(19)中所示的一般谐振模型，该模型可以具有多个谐振模块。 

( )
2 2

1 1
2 2 2

1 2 2

21
2

k
i i i

i i i i

s s
G s

ms bs s v s
ρ ω ω
ω ω=

+ +
= ×

+ + +∏                           (19) 
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其中，m 是刚体模型的质量，b 是摩擦阻尼系数， 1iω 和 2iω 是共振频率， iρ 和 iv 是二阶阻尼比，

1 12i ifω π= ⋅ ⋅ ， 2 22i ifω π= ⋅ ⋅ 。考虑到实际模型以及简化过程，伺服系统默认仅使用一个谐振模块进行建

模。仿真所用模型通过等式(20)的伺服连续系统模型经过双线性变换获得的离散模型。 

( ) ( )
( )

22

2 22

2 0.07 2 16 2 161
24 10000 2 0.08 2 18 2 18

s s
G s

s s s s
π π

π π

+ × × × + ×
= ×

+ + × × × + ×
                    (20) 

反馈控制器参数设置如下： 503957pK = ， 65807879iK = ， 0dK = 。 
 

 
Figure 4. Third-order reference trajectory 
图 4. 三阶参考轨迹 

4.2. 系统参数不变 

当系统参数不发生改变时，采用 TOILC 算法进行控制，TOILC 的跟踪误差的二范数如图 5 所示。从

图 5 可以看出，当系统参数保持不变时，TOILC 具有良好的收敛性。 
 

 
Figure 5. Two-norm of the tracking error for TOILC without parameter change 
图 5. 无参数变化的 TOILC 跟踪误差的二范数 
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4.3. 系统参数变化 

在机械系统运行期间，阻尼比 1ρ 变化缓慢[17]。在第 18 次迭代时， 1ρ 的值从 0.07 变化为 0.2，新的

模型对象如等式(21)所示。 

( ) ( )
( )

22

2 22

2 0.2 2 16 2 161
24 10000 2 0.08 2 18 2 18

s s
G s

s s s s
π π

π π

+ × × × + ×
= ×

+ + × × × + ×
                 (21) 

控制系统分别采用 TOILC、LSAOILC 和 DDAOILC 三种算法进行控制，图 6 显示了在迭代时改变系

统参数时三种算法的目标函数。从图中可以看出，在第 18 次迭代时改变系统参数后，TOILC 迅速发散，

LSAOILC 和 DDAOILC 的性能指标经过迭代后都可以收敛。LSAOILC 性能指标只需要大约三次迭代即

可收敛。相比之下，DDAOILC 需要大约十次迭代才能收敛，这表明 LSAOILC 比 DDAOOILC 收敛更快。 
 

 
Figure 6. Two-norm of the tracking error 
图 6. 跟踪误差的二范数 

 

 
Figure 7. Error comparison of the 36th iteration 
图 7. 第 36 次迭代误差对比 

 

图 7 显示了 LSAOILC 和 DDAOILC 第 36 次迭代的跟踪误差曲线的比较。从图中可以看出，LSAOILC
辨识的系统模型参数更准确，稳定时的误差更小，这表明 LSAOILC 的收敛精度优于 DDAOILC。 
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仿真结果表明，当系统参数不变时，无需辨识系统模型。当系统中存在参数扰动时，TOILC 的跟踪

性能会受到影响。LSAOILC 和 DDAOILC 可以在系统参数变化时补偿 TOILC 的不足，并且目标函数经

过多次迭代后逐渐收敛。此外，LSAOILC 的收敛速度和收敛精度优于 DDAOILC。 

5. 实验结果 

5.1. 实验平台介绍 

实验平台如图 8 所示，运动控制平台由无刷直流电机组成。伺服驱动器由基于 ARM 芯片设计的驱

控一体的运动控制卡组成，图 9 表示伺服电机实验平台的组成部分。系统重复执行如图 4 所示的三阶

轨迹。 
 

 
Figure 8. Servo motor experiment platform 
图 8. 伺服电机实验平台 

 

 
Figure 9. Experimental platform structure block diagram 
图 9. 实验平台结构框图 

 

实验中存在一个扰动模拟器来模拟系统长时间运行导致的参数的变化，传递函数如等式(22)所示。 

( )
22 2

2 2 2
2
2

polezero zero zero

pole pole pole zero

s sP s
s s

ωβ ω ω
β ω ω ω

+ +
= ⋅

+ +
                             (22) 

扰动模拟器参数设置为 12zerof = ， 12polef = ， 0.25zeroβ = ， 0.25poleβ = ，反馈控制器参数为 18.75pK = ，

0.39iK = ， 1250dK = 。 

5.2. 系统参数不变 

当系统参数不发生改变时，采用 TOILC 算法进行控制，TOILC 的跟踪误差的二范数如图 10 所示。

从图 10 可以看出，当系统参数保持不变时，TOILC 具有良好的收敛性。 
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Figure 10. Two-norm of the tracking error for TOILC without parameter change 
图 10. 无参数变化的 TOILC 跟踪误差的二范数 

5.3. 系统参数变化 

在第 5 次迭代时， zeroβ 的值从 0.25 变化为 0.35，在多次实验之后选取 c 的值为 1.6。 
图 11 表示 DDAOILC 和 LSAOILC 的跟踪误差的两个范数，在第 5 次迭代中， zeroβ 的值从 0.25 变

化为 0.35。如图 10 所示，LSAOILC 和 DDAOILC 在多次迭代后收敛，LSAOILC 仅需约 3 次迭代能达

到目标函数的稳定时的收敛值，而 DDAOILC 需要约 11 次迭代。因此，LSAOILC 的收敛速度优于

DDAOILC。 
图 12 表示 LSAOILC 和 DDAOILC 第 36 次迭代的跟踪误差曲线的比较，从图中可以看出 LSAOILC

辨识的系统模型更准确，稳定时的误差更小，这表明 LSAOILC 的收敛精度优于 DDAOILC。 
实验结果表明，当系统参数不变时，不需要对系统模型进行辨识，直接使用 TOILC 进行控制。当系

统中存在参数扰动时，TOILC 的跟踪性能会受到影响，LSAOILC 和 DDAOILC 可以弥补 TOILC 的不足，

并且目标函数在多次迭代后逐渐收敛。此外，LSAOILC 的收敛速度和收敛精度优于 DDAOILC。 
 

 
Figure 11. Two-norm of the tracking error 
图 11. 跟踪误差的二范数 
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Figure 12. Error comparison of the 36th iteration 
图 12. 第 36 次迭代误差对比 

6. 结论 

在本研究中，针对时变系统，设计了一种用于无刷直流电机位置控制的自适应最优迭代学习控制算

法 LSAOILC。在 LSAOILC 中，它可以有效地处理系统参数扰动引起的轨迹跟踪性能恶化，从而弥补

TOILC 在处理时变系统方面的不足。此外，还对 LSAOILC 和 DDAOILC 两种控制算法进行了比较，仿

真和实验结果表明，当系统中出现参数扰动时，LSAOILC 的收敛速度和收敛精度均优于 DDAOILC。 
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