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Abstract: For the meromorphic solution of differential Riccati equations whose coefficients are all rational 
functions, we give sharp estimates of the order of growth of it, and the exponents of convergence of the zeros, 
poles and fixed points of it for certain special cases. 
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摘  要：对系数均为有理函数的 Riccati 微分方程，我们在某些特殊条件下，给出了其亚纯解的增长级，

极点收敛指数，零点收敛指数和不动点收敛指数的精确估计。 
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1. 引言 

在本文中，我们将使用 Nevanlinna 理论[1-3]的标准记号。设  f z 为亚纯函数，分别用  f ，  f ，  1 f 和

 f 表示  f z 的增长级，极点收敛指数，零点收敛指数和不动点收敛指数。 

设  f z 为 Riccati 微分方程 

2
0 1 2f a a f a f                                       (1) 

的亚纯解，其中 为亚纯函数且 。 1 2 2, ,a a a 2 0a 

当  f z 为有理函数时，显然有     0f f   。 

假设  f z 为超越亚纯函数且方程(1)的系数 为有理函数。由方程(1)可得 0 1 2, ,a a a

01

2 2 2

.
aa ff

ff
a a a


    

应用 Clunie 引理可知 。这就给出了  ,m r f S r f ,      , ,T r f N r f S r f  , ，进而有 

   f f  . 
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事实上，在有理函数系数的条件下，文献[2]证明了    f f   。 

定理 1[2]设 为有理函数，则方程(1)的亚纯解的级0 1 2, ,a a a  f  。 

一个自然的问题是：当 为有理函数时，能否给出方程(1)亚纯解的级0 1 2, ,a a a  f 的精确估计，而对

 f ， 1 f 又有何结果？考虑这个问题，我们证明了如下结果。 

定理 2 设  A z 为有理函数， 为方程  u z

  2u A z u                                        (2) 

的亚纯解，则 。特别地，如果   u u     A z 为 次多项式，则 n

a) 当 n 为奇数时，       2n
1

2
u u u   

   ； 

b) 当 n 为偶数时，或者 为 u z
2

n
次多项式或者  u z 为超越亚纯函数且       2

1
2

n
u u u   

   。 

定理 3 设 为有理函数，0 1 2, ,a a a  f z 为方程(1)的亚纯解，则    f f   。特别地，如果 2 0a c  ，

为多项式且满足 0 1,a a

       2

1 1
0 0

4 2

a z a z
A z ca z    

z

n

.                             (3) 

记 ，则  degn A

a) 当 为奇数时，       2
1

2

n
f f f   

   ； 

b) 当 n 为偶数时，或者  f z 为
2

n
次多项式，或者       2

1
2

n
f f f   

   。 

最后，我们进一步考虑方程(1)和方程(2)的亚纯解的不动点，得到以下结果。 

定理 4 设  A z 为 n 次多项式，且 n 为奇数，  u z 为方程(2)的亚纯解，则     2

2

n
u u  

  。 

定理 5 设 ， 为多项式且满足(3)，2   0 1,a a  degn A z 为奇数，  f z 为方程(1)的亚纯解。则 0a c

    2

2

n
f f  

  . 

下文组织如下：第二节给出证明所需的引理，第三节给出定理 2 的证明，第四节给出定理 3 的证明，最后

一节证明定理 4 和定理 5。 

2. 引理 

引理 1[4]设  f z 为有限级亚纯函数满足  f   ，则对任意给定的 0  ，存在具有限对数测度的集合

，满足对所有1,E    0,1z r E   ，有 

 
 

1
.

f z
z

f z
  

  

引理 2[5]设  f z 为有限级亚纯函数满足  f   ，则对任意给定的 0  ，存在具有限线测度的集合

，满足对所有1,E    0,1z r E   ，当 充分大时，有 r

     exp expr f z r       . 

引理 3[6]设   0A z  为 n 次多项式，  f z 满足方程   0f A z f   。则 

a)   2

2

n
f 

 ； 

b) 当 n 为奇数时，   2

2

n
f 

 ； 
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c) 当 为偶数时，或者n   2

2

n
f 

 ，或者  f z 至多只有有限个零点。 

3. 定理 2 的证明 

由 Clunie 引理，我们容易证明    u  u 。下面考虑  A z 是 多项式的情形。由定理 A，有n  u  。

由方程(2)可知，  u z 的极点都是简单极点且  u z 在每个极点处的残数均为 1 ，故存在有限级整函数  g z ，其

零点都是简单零点，使得 

g
u

g


  .                                        (4) 

由(4)可知，    u g  。 

1) 为0z  u z 的极点当且仅当 为0z  g z 的零点，进而有    1u g  ； 

2) 为0z  u z 的 阶零点当且仅当 为m 0z  g z 的 阶零点，进而有m    1 1u g   。 

将(4)代入(2)得到 

0g Ag   .                                      (5) 

由引理 3 可知   2

2

n
g 

 。 

情况 1) 为奇数，此时n     2
1

2

n
g g  

  。注意到 

    2

2

n
g g      , 

因此       2
1 1

2

n
u g g       。 

情况 2) 为偶数，此时仍然有n   2

2

n
g 

 。如果   2
1

2

n
g 

 ，则    1u  g 。否则，由引理 3，  g z

至多只有有限个零点。由 Hadamard 分解定理可知 

     eh zg z P z , 

其中，    ,P z h z 为多项式满足  deg P z p ，   2
deg

2

n
h z


 。结合(5)即得 

P h P
u

P

 
  .                                      (6) 

如果 ，则 为多项式，其次数为0p   u z h   deg
2

n
u z  。 

如果 ，则由(2)和(5)可知 1p 

  22 2 2AP P P h P h PP h          

这导出矛盾式： 

  22 22 deg deg 2 2n p AP P P h P h PP h n p             2 . 

这就完成了定理 2 的证明。 

4. 定理 3 的证明 

注意到，利用变换 

1
2

2 2 2

1

2 2

a a
f u

a a a
2   .                                   (7) 
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可由(1)得到(2)，此时 

22
1 1 2 1 2

0 2
2 2

3 1

4 2 4 2 2

a a a a a a
A a a

a a
2

2a

   
      

 


. 

由假设，  A z 为  1n  有理函数。由(7)及定理 1 可得，        f u u      f 。 

特别地，当 ， 为多项式且满足(3)时，2 0a c  0 1,a a  A z 为 次多项式，则再由定理 1 易得 n

1) 当 n 为奇数时，       2
1

2

n
f f f   

   ； 

2) 当 n 为偶数时，或者  f z 为
2

n
次多项式，或者       2

1
2

n
f f f   

   。 

定理 3 证完。 

5. 定理 4 和定理 5 的证明 

注意到，将 代入(2)可得u g z   2 21 2g A z zg g      。注意到   1u z g   ，对上式应用定理 3

即得定理 4 结论。同理可证定理 5 结论成立。 
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