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Abstract: This paper will discuss the exact solution of (1 + 1) dimensional nonlinear diffusion equation 

 by using the generalized conditional symmetries method. The convec-

tion term and source term are dependent on the variable x. This paper mainly discusses dif-

fusion term  and finally it will give the exact solutions by using method of symmetrically reduced 

and classified. 
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摘  要：本文利用广义条件对称法讨论了一类(1 + 1)维非线性扩散方程 

的精确解问题。其中，对流项     ,n
t x xx

u D u u P x u u Q x u    ,P x u 与源项 都显示的依赖

于变量 x，本文针对方程的扩散项

 ,Q x u 

  euD u  这一重要的情形，对该方程进行对称约化、分类，进而给

出方程的精确解。 
 

关键词：广义条件对称；一类非线性扩散方程；精确解 

1. 引言 

考虑 1 + 1 维非线性扩散方程 

      ,n
t x xx

u D u u P x u u Q x u   ,



                              (1) 

其中， 为扩散项， 和 分别为对流项与源项，且均为变量 D u  ,P x u  ,Q x u x , u 的光滑函数。该类方程的很多

特殊形式的精确解问题，已通过李点对称法[1,2]，非古典方法[3,4]，CK 直接法[5]等方法获得了丰富的结果。 

由 Fushchych 和 Zhdanov 最早提出，并由 Fokas 以及 Liu[6]等人完善的广义条件对称法是对称群中求精确解
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的行之有效的方法，此方法得到的解一般不能由李点对称法或条件对称法等方法求得。对于本文讨论的方程(1)，

当取 时，即 时，以及取不显示依赖于变量 x 的对流项与热源项，1n 

 
( ( ) ) ( , ) ( , )t x x xu D u u P x u u Q x u  

    xP u u Q un
t x x

u u u D 时，文献[7,8]运用广义条件对称法分别给出了相应方程的一类新的精确解。文

献[9]利用广义条件对称法讨论了方程(1)中扩散项   muD u  时的精确解，本文将讨论方程(1)中扩散项   euD u 

时的精确解。 

2. 预备知识以及广义条件对称定理 

设 1 + 1 维非线性扩散方程的一般形式为 

 1, , , , ,tu E x t u u u  n                                    (2) 

其中
i

i i

u
u

x





，它在非李点无穷小变换群下是不变的，且这个变换群为： 
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该变换称为方程(2)所允许的群，该群等价于如下的演化向量场V ，其中为V 的特征： 

0

k
x

k k

V D
u









                                           (3) 

其中 1
0

x k
k k

D u
x u






 
 
  ， 1 j j

x xD D D  ， 0 1xD  。 

定义 1[10] 向量场(3)被称为方程(2)的广义条件对称，如果满足   0t L M
V u E 


。 

其中 L 表示方程 的所有关于  0tu E  x t, 的微分序列集合，即 

  0tu E  ，   0i k
x t tD D u E  ， , 0,1, 2,i k  ， 

M 表示方程 0  的所有关于 x 的微分序列集合，即 0i
xD   ， 0,1, 2,i    

命题 1[6,11]方程(2)允许广义条件对称(3)的充分必要条件是存在一个函数  , , ,W t x u  满足 

   , , , ,E W t x u
t

  
 


，  , , , 0W t x u    

其中  ,E E E     ，'表示 Gateaux 导数，W 是关于 和 的解析函数。 1, , , ,t x u u  2, , ,x xD D   

推论 1[11]：方程(2)的允许广义条件对称(3)的充分条件是 0tD  。 

3. 主要结果 

设方程(1)允许的广义条件对称形式如下： 

     2 ,xx x xu H u u G x u u F x u     ,                            (4) 

其中，  H u 是关于 的光滑函数， ，u  ,G x u  ,F x u 是关于 ,x u 的光滑函数，由推论 1，即 0tD  及定义 1，

即 

     2 , ,xx x xu H u u G x u u F x u     

可以得到方程(1)和广义条件对称(4)中参数函数的决定方程组： 
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根据 n 的选取情况我们分如下 3 种情形对该方程进行讨论： 

情形 1： 

考虑 n 为任意值时，将扩散项 代入  euD u  3n
xu  项的系数得到关于  H u 的二阶常微分方程， 

       2 2 2 31 3 1 3 3 2 1 3 1 0n H nH n n H nH n n H n n HH           
 

这里给出该方程的 3 个特解分别为：
1 1 1 1

, , 1
1n n n u

    
 

1)   1
H u

n
  

我们得到方程(1)如下的决定方程组： 
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解此偏微分方程组可得 

   
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, e e

2

u

n

u u u

n n n

P x u C x C x C x C C

Q x u C nx C x nC nC C
 

    

      7e

 

方程(1)变成 
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   2
1 2 4 5 3 1 8 4 6

1 1
e e e e

2 2

u u u
u n n n n

t x xx
u u C x C x C x C C u C nx C x nC nC C

  
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u

n
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


      (5) 

广义条件对称(4)变成 

21
xxu

n
   xu                                        (6) 

那么方程(1)的精确解由方程(6) 0  得 

     
, ln

t x t
u x t n

n

  
  

 
， 

将其代入方程(5)中，得到    ,t t  满足如下方程组： 
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这里我们考虑 ，0iC  2,5i  ，那么可得到： 
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由(1)可同理得到 
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方程(1)变成 

     2 1 1 1
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广义对称条件(4)变成 

21

1xxu
n
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 xu                                        (8) 

那么方程(1)的精确解由方程(8) 0  得 

       
, 1 ln
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t x t
u x t n
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其中 满足如下方程组：    ,t  t

 
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3)   1 1
1H u

n u
   
 

 

由此我们可得到方程(1)的如下决定方程组： 

2
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解此偏微分方程组可得 
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由此方程(1)变成 
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            (9) 

广义条件对称(4)变成 

21 1
1xxu

n u
     

 
xu                                     (10) 

那么方程(1)的精确解的隐式形式由方程(10) 0  得 

   
1

e d
u

s

n ns s t x 


  t
 

将其代入方程(9)，可得到  t ，  t 满足如下方程组： 

   
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当 时。 4 0C 

这里我们仅考虑 ， 的情形，那么可得到： 0iC  5i 
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情形 2： 

取 n = 1 时，该方程在文献[4]中已经研究过，并得到了丰富的结果。 

情形 3： 
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取 n = 2 时，我们得到新的决定方程组： 

5 2 3

4 2

3 2

2 2

: 7 6 16 2 12 14 0

: 28 8 14 6 30 2 10 0

: 2 28 24 6 14 9 6 4 10

7 14 20 10 0

x

x u uu u

x uu u u xu x

x u uu u

u D D H D H D H DH DH DHH

u DH G D G DH G D G D HG DG DHG

u DF D HF DH F D F DH F D F DHF DG DHG

D G D G DHG DGG P HP

u

            

          

           

       
2 3

1 2 2 2

0 2

:10 32 4 6 7 26 6 10 4

2 2 2 0

: 12 8 10 12 6 6 2

3 2 2 0

: 6 4 2

x

x u xu u x x x

xx uu u u xu

x u x xx u

u xx x xu x

x x u x x

DG F DHGF DF DGF D F D GF DHF DGG DG

DG H Q Q P G Q H P

u DHF DG F DG F D F DFF DGF DF G Q PG

P F P P G Q HQ

u DFF DGF F Q GQ P F

        
      

        

     

     0u x xxQ F PF Q  

x

 

将扩散项 代入  euD u  5
xu 项的系数得到关于  H u 的二阶常微分方程，这里给出该方程的 3 个特解 

1 1 1 1
, , 1

2 3 2 u
 
 

，由
4
xu 项的系数可得 ，再分别将该 3 个特解带入到决定方程中，我们可给出方程(1)

允许广义对称(2)的一些分类情况，这里我们仅给出与情形 1 中的形式不同的广义条件对称形式，其余分类形式

将 n = 2 带入到情形 1 当中均可满足。 

 ,G x u  0

   2
2 3eu

t x xx
u u C x C u    22C ；                              (11) 

2
1

1
e

2
u

xx xu u C     

本文中 为任意常数，  iC 1,2,i  

4. 结论 

本文利用广义条件对称法讨论了方程(1)允许的二阶广义条件对称问题，并得到了该类方程的一些精确解，

相对于条件对称法，古典对称法等方法，该方法得到了该类方程的新解。 
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