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摘  要 

拓扑空间的相关理论在物理中有着非常广泛的应用，通过将Hilbert紧空间变换的理论推广到相对论量子

力学的能级问题中，从而得到了在给定条件下非对称能级表达式，和在谐波振子状态下的相关物理量之

间的关系。 
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Abstract 
The theory of topological space is widely used in physics. By extending the theory of Hilbert com-
pact space transformation to the energy level problem of relativistic quantum mechanics, the re-
lationship between the expression of asymmetric energy level under given conditions and the re-
lated physical quantities in the state of harmonic oscillator is obtained. 
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1. 引言 

拓扑学和相对论量子力学是上世纪数学和物理研究发展出的重要成果，从中产生了很多新的方法和

问题，两者之间通过相互关联性而衍生出的学科交叉问题更是数学物理研究的重点。 

2. Hilbert 紧空间与场方程的联系 

考虑 Schwarzschild 度规下的时空方程[1]： 

( )2 2 2 2 2 2 2d e d e d d sin ds t r rν λ θ θ ϕ= − − +  

取 Hilbert 空间中的点坐标 

( ), , ,x ct rµ θ ϕ= − − −                                    (1) 

显然 x Hµ ∈ 。由于 Hilbert 空间存在可数的处处稠密集，若 M 为 H 的子集，U 为 xµ 的邻域，于是有

[ ]M M U=  ， ,M U S⊂ ，所以 [ ]M S= ，因此 S 为稠密集[2]。 
因为 ,S U H⊂ ，其中U S⊂ ，并且 H 是线性拓扑空间，所以子空间 S 和 U 也同样如此[3]。对于 

y S Uµ ∈ − 必存在两个线性拓扑空间的线性算子 :A H S U→ − ，使得 

Ax yµ µ=                                        (2) 

这里算子 AA D∈ ，且 AD 是线性流形。 
因此，在所确定的线性空间中存在一点 nx ，使得 

n nx x Ax xµ µ− = −  

现在考虑弱拓扑的情况，当 n →∞时， 0nx → 为空间 H 的零邻域系[3]， nx 不与距离的中点重合的

情况下， xµ 和 yµ 是非对称的，从而有非零的参数 L± ，使得 

2 x L Ax xµ µ µ± = −  

于是就有 

( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 1c t r L A c t rθ ϕ θ ϕ+ + + ± = − + + +  

由 

( )2 2 2 2 2 2 1c t r L Aθ ϕ+ + + ⇒ ± = −L := L L  

得到 3LA = ± +
L

，再由式(1)和式(2)得到 

( )3 , , ,Ly ct rµ θ ϕ = ± + − − − 
 L

 

由此得到方程： 
2d d ds g x xµ ν

µν′ ′=  

其中的度规为 
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根据 Einstein 场方程 

1
2

R g R Tµν µν µνκ′ ′ ′ ′− =  

其中 Ricci 张量为 

( ) ( )1 lnR g g
g

α α β
µν α µν µν µβ να′ ′ ′= ∂ − Γ − ∂ − −Γ Γ

′−
 

并且由 Christoffel 记号的关系 

1 1
2 2

g g g
g g

x x x
βµ βν µνα αβ αβ

µν βµν ν µ β

′ ′ ′∂ ∂ ∂ 
′ ′Γ = Γ = + − ∂ ∂ ∂ 

 

其中 ( )detg gµν′ ′= ，经过计算得到 

( )2
2 2

1 1 2 2 2e
2 2

R g R
r r r

µν λ
µν ν ν λ ν λ ν−  ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′= = − + − − + −  

 

2
11

1 1 13
2 4 4

LR
r
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( )22
13 e 1 1
2

LR rλ ν λ−    ′ ′ ′= ± + − + − +        L
 

( ) 2 2
33

13 e 1 sin sin
2

LR rλ ν λ θ θ−    ′ ′ ′= ± + − + − +        L
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由此可推出 
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对于场方程
1
2

R T g Tµν µν µνκ  ′ ′ ′ ′= − 
 

取最低近似，即 00
00 00T T g T T Tµν µν

µν µνη η′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ≅ ≅ = 。 

所以有 µνη′ 下的弱引力场：
1
2

R T Tµν µν µνκ η ′ ′ ′ ′= − 
 

，其中 1gµν µνη′ ′−  ，所以
1

3
g

Lµν µνη−
+



L

，

由于 

( )00 2 2

e 2e e3 eLT T
r r r r

ν λ ν λ ν
ν λ νκ κ λ ν

− −
− ′ ′ ′ ′ ′= = ± + + − − −  

   L
 

其中 Einstein 场方程常数为 4

8 G
c

κ =
π

。所以 

4

2

3
e 2e e

8
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L                           (3) 

这里令 2

e 2e eT
r r

ν λ ν λ ν

λ
− − +′′= − ，所以式(3)变为

43
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3. 谐波振子状态下的情况 

将T ′考虑为谐波振子的动能[4] [5] [6]，所以 ( )T V zµ′ ′ ′= +H ，因而 

( ) ( )
43

8

L c
T V x T V z

G
µ

 ± + 
 ′ ′ ′ ′= + +

π
= L

H ，其中

4
23

8 2

L c
pT T

G m

 ± + 

π
′ ′ = =L             (4) 

这里 ( ) ( )221
2

V z m zµ µω′ = ，
m
κω = 。 

考虑振子在 xµ 与 Axµ 两点确定的距离轴上运动的情况，即 x 的取值为 

( ) ( )min , max ,x Ax z x Axµ µ µ µ µ< < ，因此在这种情况下势能 ( ) 0V zµ′ → 。所以 

21
2

E T m x
•

′ ′= = ，且
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H                             (5) 

根据式(4)、(5)得到
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2 2L LL   − + < < +   
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L L
L L

。当 0L → 时
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cE T
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π

→ ，此时 nx 位于中点处；当 2LL  → + 
 

L
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时 

( )
4 45

8 8
Lc cE T T

G G
+′ +

π
→

πL
，得到情形(a)： nx 无限趋近 ( )min ,x Axµ µ ；当 2LL  → − + 

 
L

L
时 

( )
4 45

8 8
Lc cE T T

G G
−

π
′ → +

π
−

L
，得到情形(b)： nx 无限趋近 ( )max ,x Axµ µ 。 

根据情形(a)就有 ( ) ( )2 1nx L Aµ + = − L ，所以 

( ) ( )
4 452 2 2 2

8
n

n n n
L c cL L L L E T T E

G G
+ +

π π
′ ′+ = + ⇒ = ⇒ = + =L L
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根据情形(b)就有 ( )1nx L Aµ + = − L ，所以 

( ) ( )
4 4

2
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因此就得到紧空间内关于非对称点的能级： 

( )
4 45

4 8
n

n
L c cE T T

G G
+

π
′ +

π
=

L
, ( )

4 4

8 2
n

n
L c cE T T

G G
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π π
=

L
. 

4. 总结 

通过以上的论述和计算得到了在 Hilbert 紧空间变换条件下的两个从不同方向趋近的能级表达式，所

得到的两个能级表达式体现为在谐波振子状态下的距离不对称性。然而相关的深入研究以及应用问题还

需要进一步地加深探索。 
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