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摘  要 

利用常数项方法，得到了几个包含常见组合序列如中心二项式系数、Catalan数、Motzkin数的部分和式

的新的同余式，结合扩展的Zeilberger算法，讨论了一类含有中心二项式系数和式的同余性质之间的关

系并提出了一个有待研究的问题。 
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Abstract 
By using the method of constant term, we prove several congruences of combinatorial sums in-
volving some usual combinatorial sequences such as central binomial coefficients, Catalan num-
bers and Motzkin numbers. Moreover, with the help of the extended Zeilberger algorithm, we ex-
plore the congruence relations of a certain kind of combinatorial sums involving central binomial 
coefficients and propose a valuable research problem. 
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1. 引言 

近些年来，组合序列及其和式的相关同余式受到人们的广泛关注。例如，对中心二项式系数，潘颢

与孙智伟[1]利用组合恒等式证明了对任意奇素数 p，有 

( ) ( )
1

0

2
3 1 mod .

3

p

n

n pn p
n

−

=

   + ≡ −   
  

∑                              (1) 

曹植坚[2]证明了 Apagodu [3]提出的如下猜想：对任何奇素数 p， 
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−

=
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∑                              (2) 

并得到了新的同余式： 

( ) ( )
1

0

4 13 1 mod .
2 5 5

p
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−

=

   + ≡ −   
  

∑                             (3) 

对含有 Motzkin 数的同余式，刘纪彩[4]证明了孙智伟[5]提出的如下猜想：当 5p ≥ 时，有 
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1
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0
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3

p

k
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=

 ≡ −  
 

∑                              (4) 

( ) ( )
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0
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pkM p p
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 ≡ −  
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∑                              (5) 

( )
1

2

0

4 1 9 mod .
3 3 6 3

p

k k
k

p p pT M p
−

=

    ≡ + −    
    

∑                         (6) 

目前，涉及组合序列和式的同余式特别是超同余式，还有多个问题有待解决，可见孙智伟[6]。除常

见的恒等式技巧外，同余式证明的方法还包括超几何级数[7]、WZ 方法[8]、p-进制[9]方法等。最近，侯

庆虎、Zeilberger 等人提出了常数项方法和多项式约化理论[10] [11]，由此证明了一个相关猜想，其应用

有待进一步挖掘。 
本文结构如下：第 2 节简单介绍了所需的基础知识，包括同余理论和常数项算子。第 3 节利用常数

项方法给出几个已知结果的新证明并证明了新的同余式。第 4 节结合约化理论和扩展的 Zeilberger 算法探

讨了一类组合和式同余性质之间的关系并提出了一个公开问题。第 5 节进行总结并提出了进一步的研究

方向，如利用常数项方法模高次幂的情况，含有多个组合数相乘的和式等。 

2. 基础知识 

2.1. 同余理论 

对于任意一个正整数 2m ≥ ，用 ( )moda b m≡ 表示 ,a b对模 m 同余。对奇素数 p 和整数 a，Legendre

符号
a
p

 
 
 

为 

1,    ,
1,    ,

0, | .


  = − 
  



a p
a a p
p

p a

是模 的二次剩余

是模 的非二次剩余  
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如下几个定理是熟知的。 
定理 1. (Lucas 定理)设 p 是一个素数，若 m 和 n 的 p-进制展开分别为： 

2 2
0 1 2 0 1 2, ,= + + + + = + + + + 

k k
k kn a a p a p a p m b b p b p b p  

其中对任意 0 i k≤ ≤ ，有 0 ,i ia b p≤ < ，则有 

( )
0

mod ,
=

  
≡   

   
∏

k
i

i i

an
p

bm
 

这里
n
m
 
 
 

为二项式系数。 

定理 2. (Fermat 小定理)设 p 为素数，a 为整数，且 p 不整除 a，则 

( )1 1 mod .− ≡pa p  

定理 3. (The Freshman’s dream identity)设 p 为素数，a，b 为整数，则 

( ) ( ) mod  .p p pa b a b p+ ≡ +  

2.2. 常数项算子 

定义 1. 给定一个洛朗多项式 ( )1 2, , , nP x x x
，称 0 0 0

1 2 nx x x
的系数为其常数项，记作 ( )1 2, , nCT P x x x   。

一般的，记 ( )1 2
1 2

1 2, ,m m mnn
nx x x

COEFF P x x x  


 为 1 2
1 2

nmm m
nx x x
的系数。例如， 

[ ]
3 2 3 21 17 4 5 5,   7 4 5 7.

2 2xy xyCT xy x y xy COEFF xy x y xy
xy xy

   
− + + + = − + + + =   

   
 

中心二项式系数可表示为： 

( ) ( )2 22 1 1 12 .
kk k

k

k x x
CT CT CT x

k x xx

 + +    = = = + +         
 

3. 常数项方法在同余式中的应用 

陈、侯和 Zeilberger [10]采用常数项方法初步探讨了相关同余式并从理论上得到了一些相应结论。下

面主要采用该方法研究新的同余式。我们以潘颢与孙智伟[1]中的如下结论为例说明常数项方法的基本步

骤。 

同余式 1. 对任意的奇素数 p，有 ( ) ( )
1

0

2
3 1 mod

3

p

k

k pk p
k

−

=

   + ≡ −   
  

∑ 。 

证明：记左端和式为 ( )S p 。(1) 将和式中的中心二项式系数替换为
12

k

CT x
x

 + + 
 

，交换常数项算

子与求和号，并计算出闭形式。 

( ) ( ) ( )

( )

( )

2
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2
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2 13 3

   

2 3 5 2 1

.
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k kp p
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x

x x

S p k CT x CT k x
x x
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− −

= =

  + + +

  

− + − − + 
  

= + + + = + + +   
   



+ +
=

∑ ∑

 

(2) 利用级数展开及基本同余性质进行化简，同时移除
2 2 1

p
x x

x
 + +
 
 

项得到： 
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+
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(3) 展开级数并根据素数 p 模 3 的情形进行讨论： 
若 3p = ，则 ( ) ( )mod6 0= − ≡S p p 。 
若 3 1p k= + ，则  

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
4

4 3
23 0

2 1 2 1 3 2 1 mod .
1p

i
p

i

x xCT CT x x i x k pS
xx

p
x

∞

=

+  − = − + + = − + ≡ − −
=


∑

 

 

若 3 2p k= + ，则 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
5 2

5 2 3
23 0

2 1 2 1 3 1 1 mod .
1

i
p

ip

x xCT CT xS p x i x k p
xx x

∞

=

+  − = − + + = − + ≡  
=

−
∑

 

 

上述过程表明，若组合序列 ( )( )= k
ka CT f x ，其中 ( )f x 为有理函数，则可利用上述方法讨论和式

1

0

p
r

k
k

k a
−

=
∑ 的同余性质。例如，我们得到了如下新的同余式。 

同余式 2. 对任意的奇素数 p，有 
1

2

0

2 2 3,   1mod3
2 3, 2mod3

p

k

k p
k

k p

−

=

≡  
≡   − ≡  

∑ .  

证明：记左端和式为 ( )S p 。 

( )
( )
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4 3 2

32
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1
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1
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1
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1

2 4
        

p

p
p

p

p
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xCT p
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x x x
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 + + + + + + 
 ≡

+ +

+ + + +
=

+ +

+ + + + −
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− − + +
=
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若 3p = ，则 ( )
1

2

0

2
0 mod

p

k

k
k p

k

−

=

 
≡ 

 
∑ 。 

若 3 1p k= + ，则， 

( )
( )

( ) ( )( ) ( )
7 47 4

3 2
33 0

2 5 1 22 5 23 1 mod .
2 31

i
pp i

x x x i ix x xS p CT CT x k p
xx x

∞

=

− − + + +− − +
≡ = = − + ≡

−
∑  

若 3 2p k= + ，则， 

( )
( )

( ) ( )( ) ( )
8 5 28 5 2

3 2
33 0

5 2 1 25 2 23 6 2 mod .
2 31

i
pp i

x x x i ix x xS p CT CT x k k p
xx x

∞

=

− + + + +− + +
≡ = = + + ≡ −

−
∑  

下面给出一些常见组合序列的相关同余式。令 nC 表示第 n 个 Catalan 数，已知其表达式为 
2 1

1n

n
C

n n
 

=   + 
。潘颢与孙智伟[1]研究了和式

1

0

p
r

k d
k

k C
−

+
=
∑ 模任意素数 { }max ,p d r> 的同余性质。注意到

2 2
1n

n n
C

n n
   

= −   −   
，故可用常数项表示为 ( ) 11 2

  = − + +  
   

n

n xC CT x x
x

。由此即可利用常数项方法得到其

同余式，例如， 0d = ， 1r = 和 2r = ，我们可以得到：  
同余式 3. 对任意的奇素数 p， 

( )
( )

1

0

0 mod , 1mod3
1 mod , 2mod3

p

k
k

p p
kC

p p

−

=

 ≡≡  ≡
∑ , 

( )
( )

1
2

0

2 3 mod , 1mod3
1 3 mod , 2mod3

p

k
k

p p
k C

p p

−

=

− ≡≡ − ≡
∑ . 

对第 n 个 Motzkin 数
[ ]/2

0 2

n

n k
k

n
M C

k=

 
=  

 
∑ ，其中 kC 为 Catalan 数，Apagodu [3]给出了其常数项表达式为 

( )2 11 1
  = − + +  

   

n

n xM CT x x
x

。由此，我们可以证明如下两个同余式。 

同余式 4. 对任意奇素数 p， 

( )
( )

1

0

2 mod , 1mod 4
2 mod , 3mod 4

p

k
k

p p
M

p p

−

=

 ≡≡ − ≡
∑ , 

( )
( )

1

0

2 mod , 1mod 4
2 mod , 3mod 4

p

k
k

p p
kM

p p

−

=

− ≡≡  ≡
∑ . 

对第 n 个中心三项式系数
[ ]2

0

2
2=

  
=   

  
∑
n

n
k

n k
T

k k
，孙智伟[12]也讨论了相关同余性质，例如 

( )
1

2

0

1 mod .
p

k
k

T p
p

−

=

 −
≡  
 

∑ 不难得知，其常数项表示为
11

n

CT x
x

  + +  
   

。由此可以证明如下同余式。 

同余式 5. 对任意奇素数 p， 

( )
( )

1

0

1 mod , 1mod 4
1 mod , 3mod 4

p

k
k

p p
T

p p

−

=

 ≡≡ − ≡
∑ , 
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( )
( )

1

0

1 mod , 1mod 4
1 mod , 3mod 4

p

k
k

p p
kT

p p

−

=

− ≡≡  ≡
∑ . 

4. ∑
p

r
k

k
k a

−

=

1

0
相关同余式的关系 

侯等人[11]提出的约化方法可用来研究 ( )
1

0
0,1, , 2

p
r

k
k

S r k a r p
−

=

 
= = − 

 
∑  模 p 的关系。我们将结合扩展

的 Zeilberger 算法考虑 ( )
1

0

4
2

p
r

k

k
S r k

k

−

=

 
=  

 
∑ 的同余性质。 

曹植坚[2]通过证明如下结论得到了同余式(2) (3)，下面我们利用常数项方法给出新的证明。 
同余式 6. 对任意的奇素数 p，有 

( )
1

0

4 1 3 mod ,
2 2 3 5

−

=

      ≡ −           
∑
p

k

k p p p
k

 

( )
1

0

4 1 1 mod .
2 2 3 10 5

−

=

     ≡ − +     
    

∑
p

k

k p pk p
k

 

证明：只证明第一个同余式。采用如下技巧[2]： 

( )
1 2 1 2 1

0 0 0

4 2 21 1 .
2 2

− − −

= = =

      
= + −      

      
∑ ∑ ∑
p p p

k

k k k

k k k
k k k

 

第一个和式的同余式是已知的[13]：对任意奇素数 p， 
2 1

0

2
3 .

3

p

k

k p
k

−

=

   ≡   
  

∑  

对 ( )
2 1

0

2
1

p
k

k

k
k

−

=

 
−  

 
∑ 有， 

( ) ( )
2 1 2 1

0 0

2

2 2

2
2

2

2

2 11 1 2

12
                       

3 1 3 1
4 16 4

                       
3 1

4                       
3

kp p
k k

k k

p

p

p

k
CT x

k x

x x
xxCT CT

x x x x

x x x
x xCT

x x
xCT

x x x

− −

= =

   − = − + +   
  

 − − − 
 = − +

+ + + +

 + + + + 
 = −

+ +
−

≡
+

∑ ∑

( ) ( ) ( )2 2
mod .

1 3 1p

xCT p
x x x

−
+

+ + +

 

对有理分式 2
ux v

a bx cx
+

+ +
，记 2 4b ac∆ = − ， kS 为其展开式中 kx 的系数。陈、侯等人[10]证明了若

1
p

 ∆
= 

 
，则对任意的整数 r，有 ( )modrp rS S p≡ 。若 1

p
 ∆

= − 
 

，则对任意的整数 r，有 ( )mod
r

rp r
cS S p
a −

 ≡  
 

，

其中 rS− 满足递推关系式： 1 1 0,  n n naS bS cS n Z− −+ + = ∈ 。这里 5∆ = ，故讨论可知，若 5 1p k= + 和 5 4p k= + ，

则有 
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( ) ( )12

4 4 mod .
3 1p p

xS CT S p
x x x

−
= ≡ = −

+ +
 

 

同理，
( ) ( )2

2 222 2
0

1 3 mod
3 1

∞

=

−
= ≡ =

+ +
∑ p

ppp
p

xCT CT S x S p
xx x x

。  

若 5 2p k= + 和 5 3p k= + ，则有 

( ) ( )12
0

4 1 4 mod .
3 1

p
ppp

p

xCT CT S x S p
xx x x

∞

−
=

−
= ≡ =

+ +
∑

 
 

( ) ( )2
2 222 2

0

1 3 mod .
3 1

p
ppp

p

xCT CT S x S p
xx x x

∞

−
=

−
= ≡ = −

+ +
∑

 
 

综上，即可得到 

( ) ( )
2 1

0

2
1 mod

5
.

−

=

   − ≡ −   
  

∑
p

k

k

k p p
k  

 

我们可以证明如下新的同余式。 
同余式 7. 对素数 5p > ，有 

( )
1

2

0

4 1 1 mod ,
2 4 3 25 5

−

=

      ≡ −           
∑
p

k

k p pk p
k  

 

( )
1

3

0

4 1 5 1 mod .
2 8 3 3 25 5

−

=

      ≡ − +           
∑
p

k

k p pk p
k  

 

证明：利用扩展的 Zeilberger 算法[11]可得到 

( ) ( )2 411 1 1 ,
210 5

k
k k G k G k

k
  + + = + −  

    
 

其中 ( ) ( )2 1 4
230

−  
=  

 

k k k
G k

k
。两边求和即可得到如下关系式 

( ) ( ) ( ) ( ) 42 111 12 1 0 .
210 5 30

pp p
S S S

p
−  

= − − +  
   

 

模 p 即可得到第一个同余式。同理，可得 

( ) ( )3 467 7 1 ,
260 30

k
k k G k G k

k
  − − = + −  

    
 

其中 ( ) ( )( )2 1 6 13 4
2180

− −  
=  

 

k k k k
G k

k
。两边求和即可得到如下关系式 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 42 1 6 1367 73 1 0 .
260 30 180

pp p p
S S S

p
− −  

= + +  
   

 

模 p 即可得到第二个同余式。 
通过计算更多实例，我们可猜测得到如下一般结论。 
猜想 1. 对素数 5p > 和非负整数 r，存在有理数 ,a b，其分母仅含有素因子 2，3，5，使得 

( )
1

0

4
.

2 3 5

p
r

k

k p pS r k a b
k

−

=

     = ≡ +     
    

∑  
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5. 结论与展望 

组合序列相关和式的同余性质目前还有大量问题有待解决。当组合序列的常数项表示较为容易时，

可采用常数项方法讨论其和式模 p 的情况。文中证明了一些相关同余式；此外，采用扩展的 Zeilberger
算法可探讨其不同幂次间同余的关系。然而，该方法还有待进一步研究，一是如何处理模高次幂的情况；

二是对多个组合数相乘的和式，会涉及多变量的有理函数展开的问题。 

我们通过如下例子来说明。例如，要证明 ( )
1

2

0
2 mod

3

p

k
k

pM p
−

=

 ≡  
 

∑  [12]。采用常数项方法计算得到 

( )( )
( ) ( )

2 21
2

2 2 2 2 2 2
0

1 1
mod

1

p

k x y p p
k

x y xy
M CT CT p

x y x y x y xy x y x y

−

=

− −
≡

+ + + + + + +
∑  

这里就需要计算该二元有理函数(记为 ( ),f x y )展开式中 ( ) pp px y xy= 的系数。记 ( ),n n
nA x y f x y =   ，我

们可利用 Apagodu-Zeilberger 算法[14]得到其满足的一个 5 阶的递推关系式： 

( )( ) ( )
( )( )( )

( ) ( )
( )( )( )

( ) ( )
( )( )( )

( ) ( )
( )( )

( )

3 22

2 2

4 3 2 3 2

2 2

2 8 8 22 21 11 2 3
3 2 1 2 3 3 2 1 2

2 28 112 139 54 9 2 2 8 40 42 9 3
4 0

3 3 2 1 2 3 3 1 2

n n n n A nn n n A n
n n n n n n

n n n n A n n n n A n
A n

n n n n n

+ − − +− +
−

+ + + + + +

+ + + + + + + + +
− − + + =

+ + + + +

 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )0 0,  1 1,  2 2,  3 6A A A A= = = = 。对这种递推关系给出整数序列，目前没有好的方法讨论其模一

般素数 p 的性质。 
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