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Abstract: Consider the global asymptotic stability of two classes of high-order nonlinear recursive 
sequences: 
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where , ,  , 0, ,  >A B A B    1, 2,k   1 t k  , ,0 1{ , , , }t ki i i Z   m ni i m n   , and the 

initial values . We prove that 1, , ,k kx x    0x  0, = 1x  is a globally asymptotically stable equilibrium 

of them and a new access is presented to research the theories of recursive sequences. 
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摘  要：研究了两类高阶非线性递归序列，形如 
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其中 ， ，1 , 0, ,  >A B A B    1, 2,k   t k  ， ，并且 ，初始

值 的全局渐近稳定性。证明了

0 1{ , , , }ti i i Z k   m ni i m n  

1, , ,k kx x     0 0,x   = 1x 是它们的全局渐近稳定平衡点，为递归序列

理论的研究提供了一种新的途径。 
 
关键词：递归序列；平衡点；全局渐近稳定性 

 

1. 引言 

在文献[1]中，Alaa. E. Hamza 和 R. Khalaf-Allah

提出研究下面有理递归序列的全局渐近稳定性： 
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其中

      (E1) 

 , , 0,  A B C R ，l，k 为非负整数， 。 <l k基金项目：国家自然学基金(11001217)。 
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[2]中，T.Ne 的

负反

在文献 semann 利用文献[6]中 强

馈性研究了下面的递归序列： 
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其中，初始值

x x x 

2 1 0, ,  x x x R 。 

中，Papaschinopoulos 和 Schinas 研究

了下

在文献[3]

面非线性递归序列的全局渐近稳定性： 
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其中 k ，初始值    1, 2,3, , , 1 0,1, ,   Zkk j j

1 0, ,  k,kx x

，李

x R 。 

在文献[4,5]中 先义研究了下面两个非线性

递归序列的全局渐近稳定性： 

1 2 3 1 2 3
1

1 2 1 3 2 3

, 0,1,
1

     


     

,


 
   

n
n

n n n n n n

a
x n

x x x x x x a
  

(E4) 

且 

  n n n n nx x x x x x
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其中 初始值[0, ) a 3 2 1 0, , ,   x x x x R 。 

下 递归序列： 本文研究 列两类
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(1) 
以及 
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(2) 

其中  , 0, , >  A B A B , 0 {1, 2, }k  , 1 t k , 

0 1{ , ,i i 初始值



, }t ki Z ，并且

1 0, , ,   k k

     m n m n ，i i

x x x 局R 的全 我们用一

效方法，推导出了这两类递归序

列正平衡点的全局渐近稳定性，从而避免了利用文献

[1-5, 10, 11]等中的方法去推导这两类递归序列正平衡

点的全局渐近稳定性而带来的巨大困难。 

由于递归序列(1)与递归序列(2)的全

渐近稳定性。 种

有别于常用方法的有

局渐近稳

定性

归序列(2)的正平衡点

实质上是一样的, 所以下面只需讨论递归序列

(2)便可。 

易知递 x 满足 

  1t

 
=

1 t

A k t x Ax A B

k t x Ax B

   
x

A    
 

则有 

     1 1      x A k t x A x B  = 0

由此可知递归序列(2)有唯一的一个正平衡点 1x ，同

 

本节，我们将研究两类递归序列(1)与(2)的正平衡

点

理可知它也为递归序列(1)的唯一正平衡点。 

2. 两类递归序列(1)与(2)的全局渐近稳定性

1x

引

的全局渐近稳定性。我们需用到下面两个引理： 

理 1 设 {1,2,3, }k  ， {1, 2, }t k ，若 
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由此可得 
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设 n 为正整数，  表示 上的部分度量（参见

[7]），

nR

它的定义为 

 , = log  min , 1i i

i i

x y
x y  i n

y x

 
  

 
，其中 

   1 1= , , = , ,  n
n nx x x y y y R ， 。 

Thompson 在[7]中证明了  ,
nR  是一个完备度量

空间。Krause 和 Nussbaum 在[8 明了：在]中证 
nR 上,

部分度量所表示的距离与欧几里得范数所表示的距

离是等价的。 

引理 2[9]设 :  n nT R R 是一个连续映射，有唯一

不动点 *
 nx R 。 ,使得对于部分度量若存在 1l  有 

  * * *, < , , =lT x x x x x   x 

成立,则 *x 是全局渐近稳定的。 

(2)的唯一正平衡点定理 1 两类递归序列(1)与

1x 是全局渐近稳定的。 

证明 设 ={ } n n kx 是递归序列(2)的一个初始条

为

件
1, , 

   k k 1 0,  kx x x R 的解，使得 不终于等

于 1 若终于

={ } n n kx

（否则， 等于 1，则无须证明）。给定映

射 1 1: k kT R R 
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其中 

 

 

 

0 1

0 1 1

0 1

, , ,

, , ,

, ,

k t

k t

k

k i
i i i i

i i i i

f a a a

Aa

Aa


 

 





Z

Z







那么 ,初始条件

0

1

0

, 0,1, ,
s

s

t

k i
s

t

k i k i
s

A a A B

n
A a B

 




 


  

 
 






  (2) 

为 0 0 1= , , ,  k ky x x x

的第一个分量就代表了递归序

的系统
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成立。从而，对于  * = 1,1, ,1x  和部分度量  ，我

们有 

   *, < ,n nx y x 1 * , 0.  kT y n   

这样，由引理

衡点

2 可知：递归序列(2)的唯一正平

1x 是全局

唯

渐近稳定的。同理可证递归序列(1)

的 一正平衡点 1x 也是全局渐近稳定的。 
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