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摘  要 

本文主要研究勒让德曲线的曲率型几何不等式的两类加强形式，在Hausdorff距离和L2度量意义下，分别

得到勒让德曲线的一个曲率型几何不等式的稳定性。此外，L2度量意义下的结果回答了Li和Wang提出的

一个问题。 
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Abstract 
This article investigates two stronger versions of a curvature-type inequality of Legendre curves. 
With the help of the Hausdorff distance and the L2 metric, the stability of a curvature-type inequa-
lity of Legendre curves are concluded. Moreover, the result under the L2 metric gives a positive 
answer to the question appeared by Li and Wang. 
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1. 引言及主要结果 

在微分几何领域，与平面正则曲线不同，带有奇性的曲线在奇点处无法构建传统的 Frenet 标架，这

对该类曲线的研究带来了挑战。20 世纪 30 年代，Morse 首次探索了奇点理论，而后有许多学者对其进行

了深入研究和完善，取得了显著进展。受到 Arnold 提出的勒让德流形概念的启发，研究者们将这一概念

与奇点理论相结合，发展出了勒让德奇点理论，这一理论在子流形奇异点的研究中发挥了重要作用。近

年来，日本学者 Fukunaga 和 Takahashi 等人对可能包含奇异点的勒让德曲线进行了深入探讨。勒让德曲

线是严格凸曲线的一种扩展，即便存在奇异点，也总能找到一个明确定义的单位法向量场，这使得在奇

异点处能够构建相应的活动标架，并且定义曲率对。这对我们理解和研究一般常规平面曲线的渐屈线问

题提供了极大的帮助，同时在力学、医学等领域也显示出了它的重要性。近期，李恩泽和裴东河[1]对这

类曲线展开了进一步研究，他们建立了球面 Legendre 曲线与平面 Legendre 曲线对应的广义包络之间的关

系，并引入了球面勒让德曲线的渐开线和渐屈线的概念。Li 和 Wang [2]推广了勒让德曲线的逆曲率曲线

流，并证明了在进行重尺度化处理后，该曲线流总是会收敛到一个紧致的孤子解。这些研究成果不仅丰

富了微分几何的理论，也为相关领域的应用提供了新的视角和工具。 
几何不等式与等周问题、特征值估计等密切相关，是泛函分析、微分方程、微分几何等学科之间的

重要纽带。在诸多几何不等式中，最为著名的当属经典的等周不等式。经典的等周不等式表明等周问题

有唯一解，即在所有的平面简单曲线中，圆周所围的单连通区域面积最大。讨论不同几何不等式的加强

形式，受到国内外许多学者的关注，可参见文献[3] [4] [5]。 
曲率型不等式作为几何不等式中的重要一类，20 世纪 80 年代以来的曲线演化问题相关研究中起到

了重要作用。1983 年，Gage [6]首次证明了一个含有曲率平方积分的几何不等式(现称为 Gage 不等式)。
Gage 不等式在验证曲线收缩流[7]的渐近行为过程中起到关键作用。为了研究一类平面保长度曲率流，潘

生亮和杨娟娜[7]得到了一个含有曲率倒数平方积分的几何不等式。曲率型不等式在许多平面曲线演化问

题的研究中不仅能够用来判定演化曲线的长度或所围区域面积的单调性，而且在讨论演化问题的渐近行

为过程中特别重要，可参见文献[8] [9]。在文献[10]中，作者利用一类保长度曲线流得到文献[8]中不等式

的加强形式，并得到了反向等周不等式猜想的一个新证明。 
基于平面凸曲线几何不等式的相关工作，Li 和 Wang [2]也探讨了一类可能带有奇性的曲线(称为 � -

凸勒让德曲线)的几何不等式。对 � -凸勒让德曲线γ ，他们得到一个曲率型几何不等式 

1

2
21: d 2 0,

12 4
L Aβ θ

 
′∆ = − − ≥ π 

∫                            (1.1) 

其中 L 和 A 分别是γ 的代数长度和代数面积，β 是关于支撑函数 p 的一个光滑函数，“ ' ”表示 β 关于法

向角θ 的一阶导数，且式(1.1)等号成立当且仅当γ 是一条星形线(参见图 1)的平行曲线。在文献[2]，作者

通过傅里叶级数的方法，建立了 � -凸勒让德曲线的一些几何不等式，例如等周不等式、Green-Osher 不等

式等。这些几何不等式可以看作平面凸曲线的几何不等式的推广。针对式(1.1)，他们还提出如下问题： 
问题 1.1 当 ∆趋于 0 时，γ 会接近于一个星形线的平行曲线吗？ 
问题 1.1 本质上是关于式(1.1)的稳定性问题。对平面凸曲线的几何不等式稳定性问题的讨论，可参见

文献[3] [4] [5]。本文主要通过建立式(1.1)的一般形式，从而给出问题 1.1 的肯定回答。 
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Figure 1. The astroid with support function ( ) 2sin 2p θ θ=  

图 1. 支撑函数为 ( ) 2sin 2p θ θ= 的星形线 
 

用 ( )iβ 表示 β 的第 i 阶导数，本文得到的主要结果如下： 
定理 1.1 设γ 是一条 � -凸勒让德曲线，其代数长度为 L，代数面积为 A。若γ�是与γ 相关的星形线，

则 

( )( )
( )

( ) ( ) ( )
1

2
2

2
2

2
2

2

2 8 40 , , 0,
4

d
, , 1,

4

i

LA A h i

LB i A C i h i

γ γ

β θ

γ γ

  
+ − + =  π  ≥ 
  − + π ≥  π 

∫
�

�


                 (1.2) 

其中 ( ) 2 13 2 iB i += ⋅ 和 ( ) ( )2 28 8 3 3 2i iC i = ⋅ − ⋅ ，其中 1i ≥ ， ( )2 ,h γ γ� 是曲线 γ 和 γ�之间的 L2度量，且式(1.2)
中等号成立当且仅当γ 的支撑函数为 

( ) 0 1 1 2 2cos sin cos2 sin 2 .p a a b a bθ θ θ θ θ= + + + +  

定理 1.1 给出了在 L2度量下，式(1.1)的一般化加强形式。作为定理 1.1 的应用，我们可以回答问题

1.1，即：取 1i = ，当 ∆趋于 0 时，� -凸勒让德曲线 γ 接近于一个星形线的平行曲线。若初始曲线为凸曲

线，当 0i = 时，式(1.2)即为文献[9]中式(18)的加强形式。 
定理 1.2 设γ 是一条 � -凸勒让德曲线，其代数长度为 L，代数面积为 A。若γ�是与γ 相关的星形线，

则 

( )( )
( )

( ) ( ) ( )
1

2
2

1
2

2
2
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1442 8 , , 0,
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d
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LB i A D i h i
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β θ
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   π
+ − + =  π  ≥ 
  − + π ≥  π 

∫
�
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                 (1.3) 

其中 ( ) 2 13 2 iB i += ⋅ 和 ( ) ( )2 212 8 3 3 2
5

i iD i = ⋅ − ⋅ ，其中 1i ≥ ， ( )1 ,h γ γ� 是曲线γ 和γ�之间的 Hausdorff 距离。 
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定理 1.2 给出了在 Hausdorff 距离下，式(1.1)的一般化加强形式。 
本文的结构安排如下： 
本文分成三个部分，第一部分为引言和主要结果，该部分主要介绍本文的研究目的和主要结论；第

二部分是预备知识，该部分主要介绍 � -凸勒让德曲线的相关概念；第三部分为主要结果的证明，该部分

利用文献[4]和[5]中的技巧给出本文重要定理的证明。 

2. 预备知识 

设 2: Iγ → � 是一条勒让德曲线，如果存在一个单位法向量 1: Iν →  满足 

( ) ( ), 0, ,Iγ θ ν θ θ′ = ∀ ∈  

其中 ( ) d
d
γγ θ
θ

′ = 和 ,⋅ ⋅ 表示内积。当向量场ν 光滑时，这类特殊的勒让德曲线[10]被称为 frontal。 

若 γ 是一个 frontal，标架 ( ) ( ){ },ν θ µ θ 是 2� 上沿着曲线 ( )γ θ 的活动标架场，其中 ( ) ( )( )Jµ θ ν θ= ， 

J 表示在 2� 上逆时针旋转
2
π
。故γ 的 Frenet 标架为

 
( )
( )

( )
( )

( )
( )

0
,

0
ν θ θ ν θ
µ θ θ µ θ
′    

=    ′ −    

�
�

 

其中 ( ) ( ) ( ),θ ν θ µ θ′=� ，并且存在一个光滑函数 β ，使得 

( ) ( ) ( ).γ θ β θ µ θ′ =  

因此，曲线 γ 是正则曲线当且仅当 β 处处非零。数对 ( ),β� 是勒让德曲线的一个重要不变量，通常

称为勒让德曲线的曲率对。通过直接的计算可得勒让德曲线的曲率κ 与 β 之间的关系[11]是 

κ
β

=
� . 

容易看出，在一条勒让德曲线上， 0β = 表示该曲线的奇点。此外，如果 �和 β 的符号保持一致，则

该勒让德曲线是一条平面凸曲线，反之亦然[12]。因此，勒让德曲线可看作是平面凸曲线的一类扩展。当

0>� 时，称为 � -凸勒让德曲线。文献[2]中指出，通过重新参数化可将勒让德曲线转换为 1=� 的曲线。

不失一般性，下文中只考虑 1=� 的勒让德曲线。 
设 1 2:γ → � 是一条 1=� 的 � -凸勒让德曲线。根据文献[2]中的引理 3.3 可知，曲线 γ 可被表示为 

( ) ( )( ) ( )( )cos ,sin sin ,cos ,γ θ θ θ θ θ θ θ′= + −p p  

其中 ( )cos ,sinθ θ 表示 1 上的单位法向量ν 。函数 ( )p θ 与凸曲线的支撑函数的作用相同，在文献[2]中也

称为 � -凸勒让德曲线γ 的支撑函数。若对任意 1θ ∈ ，均有 ( ) 0p θ > 且 ( ) ( ) 0p pθ θ′′+ > ，则 γ 变成一条

平面凸曲线。由文献[2]的注 3.5，则有 

( ) ( ) ( ).p pβ θ θ θ′′= +                                 (2.1) 

类似于平面凸曲线， γ 的代数长度 L 和代数面积 A 可被定义为 

( ) ( )( ) ( )1 1d d ,L p p pθ θ θ θ θ′′= + =∫ ∫ 
                     (2.2)

 ( ) ( ) ( )( )1

1 d .
2

A p p pθ θ θ θ′′= +∫                             (2.3)

 值得注意的是，用 p− 替换 p 只会改变 L 的符号，而 A 的符号保持不变。因此，只需关注 0L ≥ 的 � -
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凸勒让德曲线。需要强调的是，一条勒让德曲线的代数面积 A 可能是正值、负值和零。 
若考虑 � -凸勒让德曲线γ ，其支撑函数为 

( ) ( )0
1

cos sin ,k k
k

p a a k b kθ θ θ
≥

= + +∑                           (2.4) 

使用分部积分和 Parseval 恒等式，根据式(2.2)和式(2.3)，可得 

02 ,L a= π                                      (2.5)

 ( ) ( )2 2 2 2
0

2
1 ,

2 k k
k

A a k a b
≥

π
= π + − +∑                             (2.6)

 式(2.6)中的系数 1a 和 1b 对确定曲线 γ 的位置十分重要意义，对平面凸曲线而言，点 ( )1 1,a b 通常被称为

Steiner 点。 
设 � -凸勒让德曲线 1γ 和 2γ 的支撑函数分别为 ( )1p θ 和 ( )2p θ ，常用于度量 1γ 和 2γ 之间偏差的函数是

Hausdorff 距离 

( ) ( ) ( )1 1 2 1 2, maxh p pθγ γ θ θ= −  

和 2L 度量 

( ) ( ) ( )( )1

1
2 2

2 1 2 1 2, d .h p pγ γ θ θ θ= −∫  

如果 � -凸勒让德曲线 γ 的支撑函数为具有(2.4)中的形式， � -凸勒让德曲线 γ�的支撑函数为 

( ) 0 1 1 2 2cos sin cos2 sin 2 .p a a b a bθ θ θ θ θ= + + + +�  

那么称 γ�为与γ 相关的星形线。 
因为 

( ) ( ) ( )
3 3

cos sin cos sin ,k k k k
k k

p p a k b k a k b kθ θ θ θ θ θ
≥ ≥

− = + ≤ +∑ ∑�  

故有 

( ) ( )2 2 2
2

3
, k k

k
h a bγ γ

≥

= π +∑�                                (2.7) 

和 

( ) 2 2
1

3
, .k k

k
h a bγ γ

≥

≤ +∑�                                 (2.8)
 

3. 主要结果的证明 

定理 1.1 的证明 设 ( )ip 是 p 的 i 阶导数，根据式(2.1)可得 
( ) ( ) ( )2 .i i ip pβ += +  

通过分部积分可得 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 1

2 2 2 22 1d d d 2 d .i i i ip p pβ θ θ θ θ+ += + −∫ ∫ ∫ ∫   
 

当 1i ≥ 时，对式(2.4)两边求 i 阶导数可得 

( ) ( )
1

cos sin .
2 2

i i
k k

k

i ip k a k b kθ θ θ
≥

π π    = + + +        
∑  
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根据 Parseval 恒等式，可得 

( )( )
( )

( )1

2 2 2
02 1

2 2 2

1

2 , 0,
d

, 1.

k k
ki

i
k k

k

a a b i
p

k a b i
θ ≥

≥

 π + π + =


= 
π + ≥


∑
∫

∑
                        (3.1) 

当 0i = 时，由式(2.5)、式(2.6)、式(2.7)和式(3.1)，可知 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

2
2 2 2 2 2

3

22 2
2

3

d 2 8 1 4
4

40 40 , ,

k k
k

k k
k

LA A k k a b

a b h

β θ

γ γ

≥

≥

 
− − − = π − − + π 

≥ π + =

∑∫

∑ �


                  (3.2) 

上式等号成立当且仅当 3k ≥ 时，均有 0k ka b= = 。 
同理，根据 Parseval 恒等式，可得 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

22 2 2 2 2 2 2 2

3

22 2 2 2
2

3

d 1 3 2
4

8 8 3 3 2 ,

i i i i
k k

k

i i
k k

k

LB i A k k k a b

a b C i h

β θ

γ γ

+

≥

≥

 
− − = π − − − ⋅ + π 

≥ ⋅ − ⋅ π + = π

∑∫

∑ �


           (3.3) 

成立，且等式成立当且仅当 3k ≥ 时，均有 0k ka b= = 。 
定理 1.2 的证明 当 0i = 时，根据式(3.2)和 Hölder 不等式，有 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

2
2 2 2 2 2

3

1 2
2 2

2 2
3 3

d 2 8 1 4
4

1 .
1 4

k k
k

k k
k k

LA A k k a b

a b
k k

β θ
≥

−

≥ ≥

 
− − − = π − − + π 

    ≥ π +  − −   

∑∫

∑ ∑



 

因为 

( ) ( ) 2 22 2
3 3 3

3 3

1 1 1 1
3 4 11 4

1 1 1 1 1 1 5 ,
12 2 2 6 1 1 144

k k k

k k

k kk k

k k k k

≥ ≥ ≥

≥ ≥

 = − − −− −  

   = − − − =   − + − +   

∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

可以得到 

( )1

2
22

1
144d 2 8 , .

4 5
LA A hβ θ γ γ

  π
− − − ≥ π 

∫ �


 

同理，当 1i ≥ 时，根据式(3.3)可得， 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1

22 2 2 2 2 2 2 2

3

2 2 2 2 2

3
1 2

2 2
2

3 3

d 1 3 2
4

8 3 3 2 1

1 ,
1

i i i i
k k

k

i i
k k

k

k k
k k

LB i A k k k a b

k a b

D i a b
k

β θ +

≥

≥

−

≥ ≥

 
− − = π − − − ⋅ + π 

≥ ⋅ − ⋅ π − +

   ≥ π +   −   

∑∫

∑

∑ ∑�
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其中 ( ) 2 28 3 3 2i iD i = ⋅ − ⋅� 。再结合 2
3

1 5
1 12k k≥

=
−∑ 和式(2.8)，则有 

( )( ) ( ) ( ) ( )1

22 2
1d , .

4
i LB i A D i hβ θ γ γ

 
− − ≥ π π 

∫ �


 

注 在定理 1.1 中，当 1i = 时，随着 0∆→ ，有 ( )2 , 0h γ γ →� 。由式(2.7)可知，曲线γ 的支撑函数为 

( ) 0 1 1 2 2cos sin cos2 sin 2 ,p a a b a bθ θ θ θ θ= + + + +  

这表明 γ 是一条以 ( )1 1,a b 为中心的星形线的平行曲线，这给出问题 1.1 一个肯定的答案，即当式(1.1)
中的 ∆趋于 0 时，γ 会接近于一条星形线的平行曲线。若γ 是平面凸曲线，具有上述支撑函数的曲线γ 为

6 次代数曲线[13]。 
本文解决了文献[2]中的问题 1.1，该问题的研究将为开展勒让德曲线逆曲率流工作提供重要的依据，

相信后面还会有很多学者对其感兴趣，深入探索勒让德曲线的几何奥秘。 
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