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Abstract: Based on the similar structure theory, we conduct a rigorous mathematical derivation and prove the 
solution procedure of a class of differential equation boundary value problems. Thus, we put forward a new 
algorithm to solve this kind of boundary value problem—Similar Structure Algorithm. As the similar struc-
ture algorithms only have four arithmetic and logical operations, they are easily available for the computer. 
An example was given at the end of this paper. Also a simulation experiment was designed by using MAT-
LAB programming language according to the proposed algorithms. By changing the coefficients of the 
boundary conditions, results are observed and analyzed.  
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摘  要：基于相似结构理论，本文对一类微分方程边值问题的求解过程进行严谨的数学推导和证明；

由此提出解决这类边值问题的一种新算法——相似结构算法。相似结构算法仅仅只包含四则运算和逻

辑运算，所以该算法很容易面向计算机。在文章最后，列举一个例子，根据本文所设计出来的算法利

用 MATLAB 语言编写程序作仿真实验，且通过改变边界条件的系数来观察和分析实验结果的变化。 
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1. 引言 

对于一个给定的数值问题或非数值问题可以有许多种不同的算法去解决它，这些算法都能给出近似答案，

但所需的计算量和得到的精确程度可能相差很大。而判断一个算法的优劣主要看这个算法是否能面向计算机，

是否有可靠理论分析，同时还要考虑计算的复杂程度。2001 年，李庆扬等提出了有关数值问题算法的理论基础[1]。

2010 年李雪峰提出了在云计算环境下的 web 数据挖掘算法研究，该研究为原先的算法提供了可靠的理论分析和

提高了算法的精度[2]。2006~2012 年，万海平等在不同环境下对 HITS 算法进行了改进，这些研究不仅降低了原

算法的复杂程度而且也为该类算法提供了可靠的理论分析[3-7]。 

事实上，算法的设计是基于数学思想的。而一种优异的数学思想对于设计一个好的算法有着很重要的导向。

2004 年李顺初教授首先发表了第一篇关于微分方程边值问题解的具有相似结构的文章[9]。随后 2010 年严娟等证
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明了含参数 λ的 Bessel 方程边值问题的解具有相似结构[10]。黄荣军，王芙蓉等于 2012~2013 年在相结构思想的

基础上分别提出了关于求第一种 Weber 方程和 Airy 方程边值问题的解的相似构造法[11,12]。文献[9-12]的研究共

同证实了一个结论：解式作为数与图形的桥梁，它也具有某种相似的结构—可以表示为连分式的乘积形式，这

为设计新的算法提供了新的思路。 

本文研究针对如下二阶线性齐次微分方程的边值问题 
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的求解进行研究，其中 均为已知的常数，且, , , , , ,D E F G H a b 2 20, 0,D G H a    ；已知函数 

       1 , ,p x C a b q x 2 ,C a b 。不失一般性，假设知道目标方程的两个线性无关解，并用这两个解来构造引解

函数；其次求边值问题(1)在非齐次左边值条件为一种特殊情形下的解，得到相似核函数(用引解函数和齐次右边

值条件中的系数表示出来)；再次求出边值问题(1)的解(用相似核函数和非齐次左边值条件中的系数组装得到)。

最后根据边值问题(1)的解设计出求该类边值问题解的一个新算法——相似算法。本文给出一个具体例子

(Thomson 方程边值问题)，根据所设计出来的算法利用 MATLAB[13]语言编写程序作仿真实验，并且通过改变实

例中的右边界条件的系数来观察和分析版图的变化，这对于 Thomson 方程的边值问题在实际中的应用有重要理

论价值，同时也能体现本文所设计出来算法的可行性。 

2. 算法设计的理论前提 

假设  1y x ，  2y x 是二阶线性齐次微分方程     0y p x y q x y    的两个线性无关的解，作如下四个引

解函数： 

         0,0 1 2 2 1,x y x y y x y                                     (2) 

           1,0 0,0 1 2 2 1, ,x x y x y y x
x

y        


                         (3) 

           0,1 0,0 1 2 2 1, ,x x y x y y x y    

    


                       (4) 
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1,1 0,0 0,0 1 2 2 1, , ,x x x y x y y x
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3. 算法理论依据 

先讨论边值问题(1)的左边界条件的一种特殊情形，它的解将是(1)的解的相似结构中的相似核函数。 

定理 1 若边值问题 
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(参数的限制与(1)中相同)有唯一解，则其解为： 
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证明 边值问题(6)中目标方程的通解： 
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     1 1 2 2y x C y x C y x                                         (8) 

其中 为任意常数。 1 2,C C
由边值问题(6)中的左边界条件 1x ay


  可得 

   1 1 2 2 1y a C C y a                                         (9) 

再由边值问题(6)中的右边界条件   0
x b

Gy Hy


  可得 

       1 1 1 2 2 2 0C Hy b Gy b C Hy b Gy b                                  (10) 

由边值问题(6)有唯一解知，关于待定系数 的线性方程组(9)、(10)的系数行列式 ，结合(3)、(5)

式可求得 
1 2,C C 0 

   1,0 1,1,G a b H a b    ,                               (11) 

利用 Cramer 法则求得 

   1 2 2

1C Hy b Gy b   
                                (12) 

   2 1 1

1C Hy b Gy   b  
                                (13) 

把(12)、(13)代入(8)式中，可得边值问题(6)的解： 

 
   

 
   

 2 2 1 1
1 2

Hy b Gy b Hy b Gy b
y x y x y
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再应用(11)式及(2)、(4)式，可得(7)式。 

定理 2 若边值问题(1)有唯一解，则其解为： 

 
   1 1

1
y D x

F aE
F a

   




                             (14) 

证明 同理可知，边值问题(1)中目标方程的通解为(8)式，由(1)中的左边界条件 可得  1
x a

Ey EF y D


    

           1 1 1 2 21 1Ey a EF y a C Ey a EF y a C          2 D                    (15) 

再由(1)中的右边界条件   0
x b

Gy Hy


  ，得到(10)式。 

因为边值问题(1)有唯一解，所以关于 的线性方程组(10)、(15)的系数行列式 ，结合(3)、(5)式可

求得 
1 2,C C 0 

           0,0 0,1 1,0 1,1 1,0 1,1, , , , ,E G a b H a b F G a b H a b G a b H a b               ,           (16) 

利用 Cramer 法则求解线性方程组(10)、(15)得 

   1 2 2

DC Hy b Gy b
   

                                  (17) 

   2 1 1

DC Hy b Gy
   b  

                                 (18) 

将由(17)、(18)式代入(8)式中，可得边值问题(1)的解 

            2 2 1 1 1 2

Dy Hy b Gy b y x Hy b Gy b y
          

x  
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利用(2)、(4)式及(16)式，化简经整理后可得(14)式。 

4. 算法设计 

第一步 利用目标方程的两个线性无关的解    1 2,y x y x ，作引解函数(2)~(5)式。 

第二步 由引解函数及右边界条件   0
x b

Gy Hy


  的系数 生成核函数,G H  x ，如(7)式，并计算  a 。 

第三步 由左边界条件 的系数 进行组装而获得边值问题(1)的解(14)式。  1
x a

Ey EF y D


     , ,D E F
算法流程图(如图 1)。 

 

 

相似结构式(解式) 
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Figure 1. Algorithm flow chart 
图 1. 算法流程图 

 

实例 绘出如下边值问题解的图像 
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首先根据文献[14-17]可以找到边值问题(19)的目标方程的两个线性无关解，  0k ix 和 0 I ix 。 

比较边值问题(1)和(19)发现，边值问题(19)中对应的 4, 2,H G  2, 3, 100,E F D    1, 8a b  。那么

根据相似构造算法的流程，利用 MATLAB 语言编写程序绘出边值问题(19)解的函数在指定定义域内的图像如图

2 所示。 
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Figure 2. Curve of solution to boundary value problem (30) 
图 2. 边值问题(30)解的曲线 

 
现通过改变边值问题(30)左边界条件的参数 的值来观察和分析图象的变化，如图 3、4、5。 , ,E F D

 

 

Figure 3. The influence of parameter D on curve 
图 3. 考察参数 D 对曲线的影响 

 

 

Figure 4. The influence of parameter E on curve 
图 4. 考察参数 E 对曲线的影响 
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Figure 5. The influence of parameter F on curve 
图 5. 考察参数 F 对曲线的影响 

 

版图分析 

1) 从图 2 中可以看出参数 的值越小函数曲线的波动就越大。三条曲线相交于一点，在交点左侧函数值随

的减小而增大。在交点右侧函数值则随 值的增大而增大。而当自变量足够大时，三条曲线都与 0.02 线重合。 

D
D D

2) 在图 3 中，E 的值越小函数值的波动越大，三条曲线相交于一点，在交点左侧函数值随 E 的减小而增大，

具有明显的差异。在交点右侧函数值则随 E 值的增大而增大，且函数值的变化不明显。而当自变量足够大时，

三条曲线都与 0.02 线重合。 

3) 在图 4 中，由于 F 的取值不同破坏了三条曲线相交于一点的性质。 1F  相对于 函数曲线的波动

更明显。同样的当自变量足够大时，三条曲线也同 0.02 线重合。 

2, 6F 

4) 每张图中的三条曲线在自变量足够大时都与 0.02 线重合，这表明利用本文所提出来的算法求出来的

Thomson 方程边值问题的解具有稳定性。 

5．结论 

相似构造算法只包括了加、减、乘、除运算和逻辑运算，而这些运算计算机能直接处理运行，所以该算法

能面向计算。 

算法是建立在相应的数学理论上，且该算法的建立过程经过了严谨的数学推导，具有可靠的理论分析；同

时通过观察图 1~4 可知根据相似算法所得到的结果(边值问题的解)具有稳定性。 

利用 MATLAB 编写程序运行相似构造算法时发现，该算法对计算机的储存空间的要求不高，且运行时间

短，所以该算法具有非常好的复杂性。 

利用相似构造算法所得到的解式有助于分析参数和解曲线的关系，这为 Thomson 方程边值问题解在实际中

的运用提供了重要的理论价值，同时也为解决类似的数值问题提供了新的思路。 
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