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Abstract 
The stability in a predator-prey model with discrete and distributed delays is investigated. By us-
ing linearized methods for the positive equilibrium and analyzing the corresponding characteris-
tic equations, sufficient conditions for asymptotic stability of the positive equilibrium and the 
Hopf bifurcation occurring are derived. 
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摘  要 

研究了一类具有离散和分布时滞的捕食–食饵模型系统，通过在正平衡点处线性化模型，并分析相应的
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特征方程，得到了正平衡点的渐近稳定性和模型产生Hopf分支的条件。 
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1. 引言 

经典的 Lotka-Volterra 捕食—食饵模型是生物数学研究领域中最重要的模型之一。Volterra 最先提出

含有时滞的捕食—食饵模型[1]，随后，Brelot 对其进行了修正并得到如下具分布时滞的模型[2] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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其中 ( )x t 和 ( )y t 分别表示 t 时刻食饵和捕食种群的密度， ir 和 ( ), 1, 2ija i j = 是正常数， F 和G 是非负连

续的时滞函数且 

( ) ( )
0 0

d 1,     d 1F s s G s s
∞ ∞

= =∫ ∫  

Song 和 Yuan 研究了如下一类具有离散和分布时滞的捕食—食饵系统[3] 

( ) ( ) ( ) ( )
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d ,
t

x t x t r a x t a y t
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



 

其中 ( ) ( ) 0sF s e αα α−= > ，时滞τ 是参数，他们得到了系统的正平衡点失去稳定性和 Hopf 分支的条件。 
本文我们将考虑如下具有离散和分布时滞的捕食—食饵系统 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 11 12

2 21 22

,

d ,
t

x t x t r a x t a y t

y t y t r a G t s x s s a y t

τ τ

−∞
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                     (1) 

其中 ( ) sG s e δδ −= ， 0δ > ， 1 2, 0r r > ， ( ), 1, 2 0ija i j = > ，函数 ( )G s 是在 [ )0,+∞ 上的非负有界函数。下面

探讨系统(1)的正平衡点失去稳定性和 Hopf 分支的条件。 

2. 引理 

引理 1[4] [5] (Routh-Hurwitz 定理)多项式方程 
1

1 1 0n n
n na a aλ λ λ−
−+ + + + =                            (2) 

所有根具有负实部的充要条件是

1 3 5 2 1

2 4 2 2

1 3 2 3
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−
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





    



， 1,2, ,k n=  ，当 j n> 时，

定义 0ja = 。 

引理 2[6] 指数多项式 
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其中 0iτ ≥ ， ( ) ( )1,2, , ; 1, 2, ,i
jp i m j n= =  为常数。当 ( )1 2, , , mτ τ τ 连续变化时，指数多项式

( )1, , , mP e e λτλτλ −−
 的位于右半平面的零点的重数之和只有在虚轴上存在根或者有根穿过虚轴时，才能发

生变化。 
引理 3[7] 设 ( ),F α φ 关于 ,  α φ 有连续的一阶导数，对一切α ， ( ),0 0F α = ，并且满足以下两条件：

1) 方程 ( ) ( ), tx t F xα= 的特征矩阵 ( ) ( ), eI L Iλα λ λ α∆ = − 是α 的一阶连续可微函数， ( )0 ,α λ∆ 存在一对

简单纯虚特征根 1,2 0iλ ω= ± ，所有其他的特征值 1,2j mλ λ≠ ， m 为任意整数；2) ( )( )Re 0 0λ′ ≠ ，则存在

常数 0 0 00,  0,  0a α δ> > > ，函数 ( )a Rα ∈ ， ( )a Rϖ ∈ ，以及具有周期为 ( )aω 的函数 ( )x a∗ ，当 0a a< 是，

上述三个函数关于 a 连续可微，使得 ( )x a∗ 是方程 ( ) ( ), tx t F xα= 的一个解，并且 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0,     P Qx a y a x a z aλ α λ α

α α
∗ ∗ ∗ ∗= Φ =                        (3) 

其中当 a →∞时， ( ) ( ) ( )T,0y a a aο∗ = + ， ( ) ( )z a aο∗ = 。此外，对于 0α α<  ， ( )0 02πω ω δ− < ，方程

( ) ( ), tx t F xα= 满足 0tx δ< 的ω 周期解相差某个时间的相移外，必有(3)的形式。 

3. 主要结论 

定义变量 ( ) ( ) ( )dt r t su t re y s s− −

−∞
= ∫ ，则系统(1)可转化为如下的等价系统 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
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2 21 22

,

,

,

x t x t r a x t a y t

u t rx T ru t
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τ τ

τ

 = − − − −   = −


= − + − −   







                           (4) 

下面我们将研究系统(4)，经计算系统(4)的平凡平衡点 ( )0 0,0,0E = ，其边界平衡点为 1 2
1

11 11
,0,

r rE
a a

 =  
 

，

则有一下结论： 
1) 系统(4)在平凡平衡点 0E 的特征根为 1 1 0rλ = > ， 2 2 0rλ = − < ， 3 0rλ = − < ，故 0E 是不稳定的； 

2) 系统(4)在边界平衡点 1E 的特征根为 1 rλ = ， 1
2 21

11

rr a
a

λ = − + ，其它特征值由方程 1 0r e λτλ −+ = 决 

定。当 1 21 2 11 0r a r a− < 时，所有特征值有负实部，平衡点 1E 是局部渐进稳定；反之，当 1 21 2 11 0r a r a− > 时，

特征值有正实部，平衡点 1E 是不稳定的。 
下面讨论系统(4)的正平衡点。为保证系统(4)存在一正解，假设(4)的系数满足如下条件： 
(H1) 1 21 2 11 0r a r a− >  
显然，在条件(H1)下，系统(4)有唯一的正平衡点 ( ), ,E x u y∗ ∗ ∗

∗ ，其中 

1 22 2 12 1 21 2 11

11 22 12 21 11 22 12 21

,     .
r a r a r a r ax u y

a a a a a a a a
∗ ∗ ∗+ −
= = ==

+ +
 

在条件(H1)下，我们得到系统(4)在 E∗的特征方程 

( ) ( )3 2 2 2
1 2 3 4 5 6 0d d d d e d d eλτ λτλ λ λ λ λ− −+ + + + + + =                       (5) 

其中 

1 2 11 22 3 11 22 4 21 12 5 11 22 6 11 22,   ,   ,   ,   ,   .d r d a x a y d ra x ra y d ra a x y d a a x y d ra a x y∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = + = + = = =  
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在方程(5)两边乘以 eλτ 可得 

( ) ( ) ( )3 2 3
1 2 3 4 5 6 0d e d d d d d eλτ λτλ λ λ λ λ −+ + + + + + =                       (6) 

当 0τ = 时，方程(6)变为 

( ) ( )3 2
1 2 3 5 4 6 0d d d d d dλ λ λ+ + + + + + =                                (7) 

根据引理 1，方程(7)的所有根有负实部，即当 0τ = 时，系统的正平衡点 E∗是局部渐进稳定的。 
当 0τ ≠ 时，令 iλ ω= 是纯虚根，则有 

( )( ) ( )( )3 2 2
1 2 3 4 5 6i cos isin i i cos isin 0d d d d d dω ω ωτ ωτ ω ω ω ωτ ωτ− − + − + + + + − =  

分离实部和虚部可得 

( ) ( )
( ) ( )

2 3 2
1 6 5 2 4

3 2
5 1 6 3

cos sin ,

cos sin .

d d d d d

d d d d

ω ωτ ω ω ωτ ω

ω ω ωτ ω ωτ ω

− + + + = −

− − + = −
 

因此，我们有 
5 3 4 2

4 5 6 7 8 9
6 4 2 6 4 2

1 2 3 1 2 3

sin ,     cos .
e e e e e e

e e e e e e
ω ω ω ω ω

ωτ ωτ
ω ω ω ω ω ω

+ + + +
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其中 
2 2 2

1 1 2 5 3 6 4 2 5 1 3 4 2 5 6 4 5 3 6

7 3 1 2 8 1 4 2 6 3 5 9 4 6

,   ,   ,   ,   ,   ,
,   ,   .

e d e d e d e d e d d d d d e d d d d
e d d d e d d d d d d e d d
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由 2 2sin cos 1ωτ ωτ+ = ，我们有 
12 10 8 6 4 2

1 2 3 4 5 6 0f f f f f fω ω ω ω ω ω+ + + + + + =                        (8) 

其中 
2 2 2 2

1 1 4 2 1 2 4 5 7 3 1 2 3 5 4 6 7 8
2 2 2 2 2

4 2 1 3 5 6 9 7 8 5 2 3 6 9 8 6 3 9

2 ,   2 2 ,   2 2 2 2 ,

2 2 2 ,   2 2 ,   .

f e e f e e e e e f e e e e e e e e

f e e e e e e e e f e e e e e f e e
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= + + − − − = − − = −
 

令 2z ω= ，则方程(7)可化为 
6 5 4 3 2

1 2 3 4 5 6 0z f z f z f z f z f z f+ + + + + + =                        (9) 

令 ( ) 6 5 4 3 2
1 2 3 4 5 6G Z z f z f z f z f z f z f= + + + + + +  

假设下面的条件成立 
(H2) 方程(9)至少有一个正实根 
由于 ( )lim

z
G z

→∞
= +∞，我们得到若 6 0f < ，则条件(H2)成立。 

不失一般性，假设方程(9)有六个正实根，分别定义为 1 2 3 4 5 6,  ,  ,  ,  ,  z z z z z z 。这时，方程(8)有六个正实

根 

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6,   ,   ,   ,   ,   .z z z z z zω ω ω ω ω ω= = = = = =  

又 
4 2

7 8 9
6 4 2

1 2 3

cos ,     1, ,6.k k
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k k k
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e e e
ω ω

ω τ
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+ +
= =
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令 
4 2

7 8 9
6 4 2

1 2 3

1 arccos 2 πj k k
k

k k k k

e e e
j

e e e
ω ω

τ
ω ω ω ω

  + +
= +  

+ + +   
 

其中 1, ,6k =  ； 0,1,j = ，则 i kω± 是方程(6)的一对纯虚根，它与 j
kτ τ= 对应。定义 

{ }
{ }0 0

0 0
0 01, ,6

min ,     .k k kk
τ τ τ ω ω

∈
= = =



 

假设 

(H3) 
0

dRe 0
d τ τ

λ
τ =

  ≠ 
 

 

在方程(6)两边同时对τ 求导，可得 

( ) ( ) ( )

( )

2 3 2
1 1 2 3 5

5 6

d d d d3 2 2
d d d d

d  0.
d

d e d e d d d e

d d e

λτ λτ λτ

λτ

λ λ λ λλ λ λ λ λ τ λ
τ τ τ τ

λλ λ τ
τ

−

−
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故 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

3 2
1 5 6

2 3 2
1 1 5 5 6 2 3

d ,
d 3 2 2

d e d d e

d e d e d e d d e d d

λτ λτ

λτ λτ λτ λτ

λ λ λ λ λλ
τ λ λ λ τ λ τ λ

−

− −

− + + +
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我们可以得到 

0

1dRe
d

Q BC DE
τ τ

λ
τ

−

=

  = + 
 

, 

其中 

( )

( )

2
3 0 5 0 0 1 0 0 0 3

2 2
3 0 5 0 0 0 6 0 0 0

3
0 5 0 0 1 0 0 0 2 0

3 2
2 0 4 0 6 0 0 0 5 0 0 0

2 2

3 cos 2 sin ,

3 2 cos 2 sin ,

3 sin 2 cos 2 ,

2 cos 2 sin ,

.

B d d d d

C d d d

D d d d

E d d d d

Q C E

ω ω τ ω ω τ

ω ω ω τ ω ω τ

ω ω τ ω ω τ ω

ω ω ω ω τ ω ω τ

= − + − +

= − − +

= − − + +

= − + + +

= +

 

于是 

0 0

1d dsign Re sign Re .
d dτ τ τ τ

λ λ
τ τ

−

= =

         =      
         

 

根据引理 2 和引理 3，我们得到如下定理： 
定理 假设条件(H1)-(H3)成立，则有 
1) 当 [ )00,τ τ∈ 时，系统(4)的正平衡点 E∗ (即系统(1)的正平衡点 ( ),x y∗ ∗ )是局部渐进稳定的； 
2) 系统(4)的正平衡点 E∗ (即系统(1)的正平衡点 ( ),x y∗ ∗ )在 0τ τ= 时经历 Hopf 分支。 

4. 举例 

考虑如下系统 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 0.5 2 ,

2 2 ,

1 0.8 0.5 .

x t x t x t y t

u t N T u t

y t y t u t y t

τ τ

τ

 = − − − −   = −


= − + − −   







                           (10) 

通过计算可得，系统 (10) 有唯一的正平衡点 ( )50 6 50, ,
37 37 37

E∗ ， 0 1.1746τ = ， 0 0.7246ω = ，

0

d 0.09345 0.07497i
d τ τ
λ
τ = = − ，因此，定理的条件满足，于是，当 00 τ τ≤ < 时正平衡点 E∗是局部稳定的；

当τ 超过临界点 0τ 时正平衡点 E∗失去稳定性，从而分支出周期解。 
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