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Abstract 
The uncertainty principle plays an important role in both physics and mathematics, and it also 
plays an important role in information science. This paper reviewed the Heisenberg’s uncertainty 
principles, windowed uncertainty principles, logarithmic uncertainty principles, entropic uncer-
tainty principles and so on in the fractional Fourier transform domains and linear canonical 
transform domains in great details. The development and applications of generalized uncertainty 
principles were analyzed, and the trend and direction were given as well. 
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摘  要 

测不准原理不仅是物理学中的一个基本问题，也是数学中的一个基本问题，同时对于信息学等多种学科

均有较大的影响。从信号处理的角度，本文对分数阶域以及广义分数阶域(线性完整变换域或线性正则变

换域)的Heisenberg测不准原理、加窗测不准原理、对数测不准原理、熵测不准原理等理论及其扩展进

行了全面分析和综述，与传统测不准原理作了深入分析比较，剖析了广义测不准原理的发展和应用现状，

并给出了广义测不准原理尚需进一步研究的问题。 
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1. 引言 

1927 年，德国物理学家 Heisenberg 首次提出了测不准原理(Uncertainty Principle)，又称 Heisenberg
测不准原理[1]。它解释了量子力学存在的基本问题，即不能同时确定两个共轭变量(例如，位置和速度，

时间和频率)的测量精度，并且这两个共轭变量准确度的乘积存在下界。Heisenberg 测不准原理被证明在

很多其它领域(数学、信息学、社会科学等)也是一条通用的自然法则[2]-[30]，如应用于时频平面分辨率

分析的加窗测不准原理[4]-[7]，数学理论中的对数测不准原理[4] [8] [9]，量子力学与信息学中的熵(主要

包括香农熵、Renyi 熵、Tsallis 熵、黑洞普朗克熵等)测不准原理[4] [10]-[22]等等，这些结论在各自学科

领域的理论和应用研究中发挥了重要的作用。同时，也给出了一个重要的结论：在不同的域内，测不准

原理具有不同物理含义和不同下限[23]-[42]，研究和获得这些下限，可以进一步指导在其相关领域的理论

研究和工程应用。 
从信号处理的角度，本文对 Heisenberg 测不准原理、加窗测不准原理、对数测不准原理、熵测不准

原理等在分数阶域以及广义分数阶域内(有关分数阶 Fourier 变换和线性正则变换的内容请读者参考文献

[43]-[45])的理论及其应用扩展进行了全面分析和综述，与传统测不准原理也作了深入分析比较，并剖析

广义测不准原理的发展和应用现状，最后给出广义测不准原理尚需要进一步研究的内容和方向。 

2. 信号处理中的测不准原理 

在信号处理中，Heisenberg 测不准原理具有两层含义：时间分辨率和频率分辨率不能同时无限制地

提高，它们的乘积存在一个下限；时间分辨率和频率分辨率之间存在着相互制约的关系，即如果要提高

频率分辨率就得降低时间分辨率，反之亦然。 
目前多数多分辨率分析/变换方法[31]-[41]的分析思想源于测不准原理，即高频区域具有低的频率分

辨率和高的时间分辨率，而低频区域具有高的频率分辨率和低的时间分辨率。根据测不准原理等式成立

的条件，获得了多种变换的最优基函数，例如短时 Fourier 变换的高斯窗函数[42]、S 变换的频变高斯窗

函数[31]-[34]以及最优小波基函数[32]-[41]等等。 
在 Heisenberg 测不准原理的指导下，信号处理研究工作取得了许多成果。然而，随着信号处理技术

的进一步发展，人们对测不准原理又有了新的认识。2000 年和 2004 年，在条件概率情况下，L. Cohen
得到了较传统测不准原理更小的下限[6] [7]，这意味着在某些情况下，可以突破传统测不准原理的束缚，

推动了测不准原理进一步深入研究。 
在 FRFT 变换(Fractional Fourier Transform)和 LCT 变换(Linear Canonical Transform，又称为广义变换)



王孝通 等 
 

 
423 

域[42]-[52]，一些学者开始探索新变换域的测不准原理[23]-[30] [53]-[59] [86]，又称为广义测不准原理。

为了便于描述，按照变换域，广义测不准原理可以分为 FRFT 域的广义测不准原理和 LCT 域广义测不准

原理。 

3. FRFT 域的广义测不准原理 

文献[23] [24]首先证明了时间支撑和 FRFT 域的广义频率支撑的 Heisenberg 测不准原理，其有效支撑

乘积的下限为 2sin 4α  (α 为 FRFT 的变换参数)，但是它只是一种特例，没有给出普遍意义的下限和明

确的物理解释。2001 年，Shinde 等接着给出了任意两个不同 FRFT 域内实数信号的 Heisenberg 测不准原

理，得到了一个更为严格的下限，其下限不仅与实数信号传统的时间支撑和频率支撑(有效带宽)有关，还

与 FRFT 变换的参数有关，而且还进一步分析了明确的物理意义。但是，这个结论只适合于实数信号[24]。
在此基础上，我们证明和推导了 FRFT 域的任意复数信号的 Heisenberg 测不准原理、对数测不准原理和

加窗测不准原理，并给出了其物理分析[53]，并且我们也深入探讨了 FRFT 变换域的广义熵测不准原理

[54]。此外，我们把任意两个不同 FRFT 域内实数信号的 Heisenberg 测不准原理，从一个测不准关系扩展

到三个具有严格下限的测不准关系，并给出了各自的物理解释[55]。此后，我们又把任意两个不同 FRFT
域内复数信号的 Heisenberg 测不准原理，从一个测不准关系扩展到三个具有严格下限的测不准关系，同

样给出了各自的物理解释[86] [87]。 

4. LCT 域的广义测不准原理 

论文应采用 A4 幅面进行排版。论文页面设置为：上边距 3 厘米，下边距 3 厘米，左右边距 2 厘米；

页眉 2 厘米，页脚 1.5 厘米。2008 年，Sharma 等对文献[25]的结果在 LCT 域内进行了扩展，论证了实数

信号的任意两个 LCT 域内的测不准原理，并给出了带限信号的特例：在两个不同的 LCT 域内，存在一

个实数信号和两个变换参数系，使得该实数信号在这两个 LCT 域内同时是带限的[30]。尽管这一特例是

对特殊的 LCT 变换参数而言，但至少从理论上证明：在新的变换域内，存在这样的情况，可以使得信号

分辨率分析得到极大的提高。差不多与 Sharma 研究工作的同时，我们和 Zhao 等都进行了类似的工作[56] 
[57]。我们把实数信号的任意两个 LCT 域的测不准原理扩展为：两个有效支撑之间的测不准原理、两个

群延迟之间的测不准原理、一个群延迟和一个有效支撑之间的交叉测不准原理，并给出了新的物理解释

[56]。Zhao 等则把实数信号 LCT 下 Heisenberg 测不准原理应用矩的关系进行了重新证明，可以避免

Cauchy-Schwartz 不等式对特殊 LCT 参数的无效性[57]。另外，针对复数信号，我们把任意复数信号的

Heisenberg 测不准原理、对数测不准原理、加窗测不准原理以及熵测不准原理在 LCT 域内进行了扩展[55] 
[58]。文章[90]还研究了复信号情况下线性正则域的不确定原理，得到了信号在两个不同线性正则域带宽

乘积的下界。该下界与时频协方差相关，已有的 Heisenberg 不确定原理的下界均可看成是该下界的特殊

情况，另外利用该下界可解释线性正则(分数阶傅里叶)域不确定原理中实信号与复信号具有不同下界的现

象。在研究过程中，我们还发现这些测不准原理并不那么严密，其下限没有像实数那样严格，而此前，

Stern 等已经给出了 Heisenberg 测不准原理在 LCT 特定参数下的几个特例[26] [27]。 
此后，我们又把任意两个不同 LCT 域内复数信号的 Heisenberg 测不准原理，从一个测不准关系扩展

到三个具有严格下限的测不准关系，并给出了各自的物理解释[86] [87]。这些已有的工作表明，广义测不

准原理均与变换参数有关，可以为广义域的时频分析提供更好更多的选择，只要选择合适的变换参数可

获得更高分辨率的分析，而且在某些特定情况下，理论上信号分辨率同时在两个不同变换域内可以没有

约束地提高。此外，在信息学和量子力学中，广义域的熵测不准原理又可以提供新的思路，为潜在的应

用提供重要的理论基础。因此，无论是从信号处理的角度，还是从物理学对自然界认识的角度，测不准



王孝通 等 
 

 
424 

原理都具有重要的理论指导意义和工程应用价值。 

5. 不同变换域测不准原理及不等式的比较分析 

本节列出了传统的测不准原理关系不等式、新推导的测不准关系不等式等，其中，表 1~6 分别列出

了 Shannon 熵测不准原理，Rényi 熵测不准原理，Heisenberg 测不准原理，加窗测不准原理以及对数测不

准原理。表 7 给出了两种不等式：Hausdorff-Young 不等式和 Pitt 不等式。显然，从表中可以看出新推导

的不等式与以往给出的不等式(包括传统不等式)的关系和不同，下面就对它们进行了深入分析。 

5.1. 广义 Heisenberg 测不准原理下限参数的有关性 

(广义)分数阶 Fourier 变换域的 Heisenberg 测不准原理，其下限均与变换参数有关，其物理含义以表 1 

最后一个不等式( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2

2
2 2

1 2 2 1
1 2, , , , , ,d d

4a b c d a b c d

a b a b
u u F u u u u F u u

+∞ +∞

−∞ −∞

−
− ⋅ − ≥∫ ∫ )为例，加以分析说

明。 
 
Table 1. Heisenberg Uncertainty Principles 
表 1. Heisenberg 测不准原理 

主要文献 测不准原理关系不等式 f(t)定义域 

很多，比如[1]-[4] [7]-[9]
等 ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

0 0d d 1 4t t f t t u u F u u
+∞ +∞

−∞ −∞
− ⋅ − ≥∫ ∫  实数和复数 

[23] [24] ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2

1 0

sin
d d

4
u u F u u t t f t dα

α+∞ +∞

−∞ −∞
− ⋅ − ≥∫ ∫  实数和复数 

[25] [55] [87]，其中，[25]
只给出了不等式(1) 

(1) ( ) ( )
( )( )2

222 2
cos sin sgn cos sin

d d
4

W
u F u u v F v vα β

α β β α+∞ +∞

−∞ −∞

+
⋅ ≥∫ ∫  

(2) ( ) ( )
( )( )2

2 2 sin cos sgn cos sin
d d

4
W

F u u F v vα β

α β α β+∞ +∞

−∞ −∞

+
′ ′⋅ ≥∫ ∫  

(3) ( ) ( )
( )( )2

22 cos cos sgn sin sin
d d

4
W

uF u u F v vα β

α β α β+∞ +∞

−∞ −∞

+
′⋅ ≥∫ ∫  

其中
sin 2 sin 2

4
W α β⋅

= ， ( )
1 0

sgn
1 0

s
s

s
+ ≥

= − <
 

实数 

[30] [56] [57] [87] [90]，其
中，[30] [57]只给出了不

等式(1) 

(1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1 1 1 2 2 2 2

2
2 2 1 2 1 2 1 2 2 12 2

, , , , , ,

sgn
d d

4a b c d a b c d

a b a a b b a b
u F u u v F v v

+∞ +∞

−∞ −∞

+ ⋅
⋅ ≥∫ ∫  

(2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1 1 1 2 2 2 2

2
2 2 1 2 1 2 1 2 2 1

, , , , , ,

sgn
d d

4a b c d a b c d

c d c c d d c d
F u u F v v

+∞ +∞

−∞ −∞

+ ⋅
′ ′⋅ ≥∫ ∫  

(3) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1 1 1 2 2 2 2

2
2 2 1 2 1 1 2 2 1 2

, , , , , ,

sgn
d d

4a b c d a b c d

a d a b c d b c
uF u u F v v

+∞ +∞

−∞ −∞

+
′⋅ ≥∫ ∫  

其中 ( )
1 0

sgn
1 0

s
s

s
+ ≥

= − <
 

实数 

[53] [87] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
2 2

1 2

sin
d d

4
u u F u u u u F u uα β

α β+∞ +∞

−∞ −∞

−
− ⋅ − ≥∫ ∫  实数和复数 

[26] [27] [87] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

2
2 2

1
1 2, , , d d

4a b c d

b
u u F u u t t f t t

+∞ +∞

−∞ −∞
− ⋅ − ≥∫ ∫  实数和复数 

[57] [58] [59] [87] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2

2
2 2

1 2 2 1
1 2, , , , , ,d d

4a b c d a b c d

a b a b
u u F u u u u F u u

+∞ +∞

−∞ −∞

−
− ⋅ − ≥∫ ∫  实数和复数 



王孝通 等 
 

 
425 

传统时频域，Heisenberg 测不准原理的下限为 1/4。 

广义分数阶 Fourier变换域，当 1 1

1 1

cos sin
sin cos

a b
c d

α α
α α

   
=   −  

和 2 2

2 2

cos sin
sin cos

a b
c d

β β
β β

   
=   −  

时，Heisenberg

测不准原理下限值为 ( )2sin 4α β− 。当 [ ]0, π 2α β− ∈ 时，其下限值则为 ( ) [ ]2sin 4 0,1 4α β− ∈ 。 
 

Table 2. Shannon Entropic Uncertainty Principles 
表 2. Shannon 熵测不准原理 

主要文献 测不准原理关系不等式 f(t)定义域 

很多，比如[4] [13]-[15]等 
( ){ } ( ){ }2 2

0E F u E f t+ ≥  (弱型) 

( ){ } ( ){ } ( )2 2
ln πE F u E f t e+ ≥  

实数和复数 

[54] [87] ( ){ } ( ){ } ( )( )22
ln π sinE F u E F u eα β α β+ ≥ −  实数和复数 

[87] ( ) ( ){ } ( ){ } ( )
1 1 1 1

2 2

1, , , ln πa b c dE F u E f t e b+ ≥  实数和复数 

[58] [87] 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2

2 2

1 2 2 1, , , , , , ln πa b c d a b c dE F u E F v e a b a b+ ≥ −  

( ) ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2

1 2
, , , , , ,

1 2 2 1

2ln 2π 1 lna b c d a b c d

T TE E
a b a b

 ⋅
+ ≥ + −   − 

 (离散型) 

其中， 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1

2 21 1

, , , , , , , , ,d ln d
k T k T

a b c d a b c d a b c dk T k T
k

E F u u F u u
∞ + ⋅ + ⋅

⋅ ⋅
=−∞

   = − ⋅   
   

∑ ∫ ∫  

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2

2 21 1

, , , , , , , , ,d ln d
l T l T

a b c d a b c d a b c dl T l T
l

E F v v F v v
∞ + ⋅ + ⋅

⋅ ⋅
=−∞

   = − ⋅   
   

∑ ∫ ∫  

实数和复数 

 
Table 3. Rényi Entropic Uncertainty Principles 
表 3. Rényi 熵测不准原理 

主要文献 测不准原理关系不等式 f(t)定义域 

[16] [17] ( ){ } ( ){ } ( )
( )

( )
( )

2 2 ln π ln π
2 1 2 1

H f t H F uθ γ

θ γ
θ γ

+ ≥ +
− −

 实数和复数 

[54] [87] ( ){ } ( ){ } ( )
( )

( )
( ) ( )2 2 ln π ln π

ln sin
2 1 2 1

H F u H F uθ β γ α

θ γ
α β

θ γ
+ ≥ + + −

− −
 实数和复数 

[87] ( ){ } ( ) ( ){ } ( )
( )

( )
( )1 1 1 1

22

1, , ,

ln π ln π
ln

2 1 2 1a b c dH f t H F u bθ γ

θ γ
θ γ

+ ≥ + +
− −

 实数和复数 

[58] [87] 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( )
( )

( )
( )2 2 2 2 1 1 1 1

2 2

1 2 2 1, , , , , ,

ln π ln π
ln

2 1 2 1a b c d a b c dH F u H F u a b a bθ γ

θ γ
θ γ

+ ≥ + + −
− −

 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

2 2 2 2 1 1 1 1, , , , , , 1 2 2 1

1 2

ln π ln π
ln

2 1 2 1
a b c d a b c d a b a b

H H
T Tθ γ

θ γ
θ γ

 − 
+ ≥ + +  − − ⋅ 

 (离散型) 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )2 2

, ,
1 1

ln π ln π
ln sin

2 1 2 1

n n

l l l l
l l

H F v H F uθ β λ α

θ γ
ξ ξ α β

θ γ= =

   + ≥ + + −    − −   
∑ ∑  

(多路信号) 

实数和复数 
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Table 4. Windowed Uncertainty Principles 
表 4. 加窗测不准原理 

主要文献 测不准原理关系不等式 f(t)定义域 

[5]-[7] ( ) ( )2 2 1
ST ST

v t∆ ⋅ ∆ ≥  实数和复数 

[87] ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
π 2 1

ST ST ST ST
v u v vα α α α−∆ ⋅ ∆ = ∆ ⋅ ∆ ≥  实数和复数 

[53] [87] ( ) ( ) ( )
2

2 2
sin 1

2ST ST
v uα β

α β − +
∆ ⋅ ∆ ≥   

 
 实数和复数 

[87] ( )( ) ( )( )
1 1 1 1 2 2 2 2

2 2
, , , , , , 1a b c d a b c dST ST

v u∆ ⋅ ∆ ≥  (其中 1 2 2 1 1a b a b− = ) 实数和复数 

[57] [87] ( )( ) ( )( )
1 1 1 1 2 2 2 2

2

1 2 2 12 2
, , , , , ,

1
2a b c d a b c dST ST

a b a b
v u

 − + 
∆ ⋅ ∆ ≥  

 
 实数和复数 

 
Table 5. Logarithmic Uncertainty Principles 
表 5. 对数测不准原理 

主要文献 测不准原理关系不等式 f(t)定义域 

[8] ( ) ( ) ( )
( )

2 2 1 4
ln d ln d

1 4
t f t t u F u u

∞ ∞

−∞ −∞

′Γ
+ ≥

Γ∫ ∫  实数和复数 

[53] [87] ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

22 22 2 2 1 4
ln d ln d ln sin

1 4
u F u u v F v vα β α β

∞ ∞

−∞ −∞

′Γ
+ ≥ − +

Γ∫ ∫  实数和复数 

[57] [59] [87] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )1 1 1 1 2 2 2 2

2 22 2 2

1 2 2 1, , , , , ,

2 1 4
ln d ln d ln

1 4a b c d a b c du F u u v F v v a b a b
∞ ∞

−∞ −∞

′Γ
+ ≥ − +

Γ∫ ∫  实数和复数 

 
理论上，广义分数阶 Fourier 变换域的 Heisenberg 测不准原理的下限可以接近于零。如果为零，这一

新变换域仅仅是通过单纯尺度变换或调制得到的，这个结论和文献[30]结果吻合，不同的是文献[30]认为

单纯尺度变换或调制得到的变换域为新的变换域，即对于同一信号，它在两个广义分数阶 Fourier 变换域

可同为带限信号。 

5.2. Shannon 熵测不准原理较传统情况具有更小的下限 

(广义)分数阶 Fourier 变换域的 Shannon 熵测不准原理具有更小的下限，如表 2 中下式为例： 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( )
1 1 1 1 2 2 2 2

2 2

1 2 2 1, , , , , , ln πa b c d a b c dH F u H F u e a b a b+ ≥ −  

只要选择合适的参数 1 1

1 1

a b
c d
 
 
 

和 2 2

2 2

a b
c d
 
 
 

，并考虑到 0b ≠ ，当 1 1 1 1 1a d b c− = 、 2 2 2 2 1a d b c− = 和

( )1 2 2 1ln π 0e a b a b− = 时，，则求解方程组： 

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

1 2 2 1

1 0
1 0
1 π

a d b c b
a d b c b
a b a b e

 − = ≠


− = ≠
 − =

 



王孝通 等 
 

 
427 

可得到： 1 1

1 1

0 1
1 1

a b
c d

−   
=   
  

， 2 2

2 2

1 π 1 π 1
1 1

a b e e
c d

−   
=   
  

。 

当 ( )1 2 2 1ln π 0e a b a b− = 时，则广义分数阶 Fourier 变换域的 Shannon 熵测不准原理的下限可以达到

零。很明显，上述方程组是欠定的，存在无数解。 

5.3. 广义 Rényi 熵测不准原理较传统情况具有更小下限 

较传统 Rényi 熵测不准原理，(广义)分数阶 Fourier 变换域的 Rényi 熵测不准原理可以达到更小的下

限，如表 3 中下式： 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( )
( )

( )
( )2 2 2 2 1 1 1 1

2 2

1 2 2 1, , , , , ,

ln π ln π
ln

2 1 2 1a b c d a b c dH F u H F u a b a bθ γ

θ γ
θ γ

+ ≥ + + −
− −

。 

只要选择合适的参数 1 1

1 1

a b
c d
 
 
 

和 2 2

2 2

a b
c d
 
 
 

使
( )
( )

( )
( ) 1 2 2 1

ln π ln π
ln 0

2 1 2 1
a b a b

θ γ
θ γ

+ + − =
− −

成立，则分数阶及

广义分数阶 Fourier 变换域的 Rényi 熵测不准原理的下限可以达到零。 
 
Table 6. Heisenberg Uncertainty Principles for complex signal ( ) ( ) ( )ei tf t s t ϕ=  

表 6. 复数信号 ( ) ( ) ( )ei tf t s t ϕ= 的 Heisenberg 测不准原理 

主要文献 测不准原理关系不等式 f(t)定义域 

[86] [87] [89] [90] 

(1) 
( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

22

2
22 2

1 2

d d

sin
cos cos sin sin sin

4 s

uF u u uF u u

t K K

α β

α β
α β α β ω α β

∞ ∞

−∞ −∞
⋅

−
≥ + ∆ + ⋅ ∆ + + + ⋅

∫ ∫
 

(2) 
( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

2 2

2
22 2

1 2

d d

sin
sin sin cos cos sin

4 s

F u u F v v

t K K

α β

α β
α β α β ω α β

+∞ +∞

−∞ −∞
′ ′⋅

−
≥ + ∆ + ⋅ ∆ + − − ⋅

∫ ∫
 

(3) 
( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

2 2

2
22 2

1 2

d d

cos
cos sin sin cos cos

4 s

uF u u F v v

t K K

α β

α β
α β α β ω α β

+∞ +∞

−∞ −∞
′⋅

−
≥ + − ∆ + ⋅ ∆ + + − ⋅

∫ ∫
 

其中 ( ) ( ) 2

1 dK t s t tϕ
∞

−∞
′=   ∫ ， ( ) ( )2

2 dK ts t t tϕ
∞

−∞
′= ∫ 。 

复数信号 

[86] [87] 

(1) 
( ) ( )

( ) ( )( )

1 2

2 2

2
21 2 2 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2

d d

4

M M

s

uF u u uF u u

a b a b
a a t b b b b K a b a b Kω

∞ ∞

−∞ −∞
⋅

−
≥ + ∆ + ⋅∆ + ⋅ + + ⋅

∫ ∫
 

(2) 
( ) ( )

( ) ( )( )

1 2

2 2

2
21 2 2 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2

d d

4

M M

s

F u u F v v

c d c d
c c t d d d d K c d c d Kω

+∞ +∞

−∞ −∞
′ ′⋅

−
≥ + ∆ + ⋅∆ + ⋅ + + ⋅

∫ ∫
 

(3) 
( ) ( )

( ) ( )( )

1 2

2 2

2
21 2 1 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2 2

d d

4

M M

s

uF u u F v v

a d b c
a c t b d b d K a d b c Kω

+∞ +∞

−∞ −∞
′⋅

−
≥ + ∆ + ⋅∆ + ⋅ + + ⋅

∫ ∫
 

其中 ( ) ( ) 2

1 dK t s t tϕ
∞

−∞
′=   ∫ ， ( ) ( )2

2 dK ts t t tϕ
∞

−∞
′= ∫ 。 

复数信号 
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Table 7. Other inequalities (Hausdorff-Young and Pitt Inequalities) 
表 7. 其他不等式(Hausdorff-Young 不等式和 Pitt 不等式) 

主要文献 不等式 f(t)定义域 

[9] [15] 

( ) ( )
1 21 1

2π 2π

q p

p q

q pF u f t
    ≤          

 

( ) ( )
1 21 1

2π 2π

q p

p q

q pf t F u
    ≤          

 

实数和复数 

[87] 

( ) ( ) ( ) ( )
11 21 1 1

21 sin
2π 2π sin

qq p

p q

q pF u F uα βα β
α β

     ≤ −        −      
 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 21 11

21 sin
2π 2πsin

p q p

p q

q pF u F uα βα β
α β

      − ≤        −      
 

实数和复数 

[58] 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2

1 2 11 1 1
2

1 2 2 1, , , , , ,
1 2 2 1

1
2π 2π

qq p

a b c d a b c dp q

q pF u a b a b F u
a b a b

      ≤ −          −      
 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2

1 21 1 1 21
2

1 2 2 1 , , , , , ,
1 2 2 1

1
2π 2π

p q

a b c d a b c dp q

q pa b a b F u F u
a b a b

      − ≤          −       
 

实数和复数 

[8] 
( ) ( )2 2

d dt f t t M u F u uλ λ

λ

∞ ∞−

−∞ −∞
≤∫ ∫  

( ) ( )2 2
d du F u u M t f t tλ λ

λ

∞ ∞−

−∞ −∞
≤∫ ∫  

实数和复数 

[87] ( )
( )

( ) 22
d d

sin
Mu F u u v F v vλ λλ

λα β
α β

∞ ∞−

−∞ −∞
≤

−∫ ∫  实数和复数 

[58] ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2

2 2

, , , , , ,

1 2 2 1

d da b c d a b c d

Mu F u u v F v v
a b a b

λ λλ
λ

∞ ∞−

−∞ −∞
≤

−∫ ∫  实数和复数 

 

同理，当 1 1

1 1

0 1
1 1

a b
c d

−   
=   
  

和 2 2

2 2

1
1 1

a b
c d

ϑ ϑ −   
=   
  

时，其中
( ) ( )

11
2 12 1π π γθ

ϑ
θ γ

−−   =    
   

，则其下限可为零。 

Shannon 熵与 Rényi 熵测不准原理类似，不再详述。 

5.4. 广义加窗测不准原理比传统加窗测不准原理具有更小的下限 

(广义)分数阶 Fourier 变换域的加窗测不准原理可以获取比传统加窗测不准原理更小的下限，如表 4 

中不等式 ( )( ) ( )( )1 1 1 1 2 2 2 2

2
1 2 2 12 2

, , , , , ,

1
2a b c d a b c dST ST

a b a b
v u

 − + 
∆ ⋅ ∆ ≥  

 
，当 1 1

1 1

cos sin
sin cos

a b
c d

α α
α α

   
=   −  

和 

2 2

2 2

cos sin
sin cos

a b
c d

β β
β β

   
=   −  

时，则其下限值为
( ) [ ]

22
1 2 2 1 sin 11

1 4,1
2 2

a b a b α β − + − + 
= ∈       

，最小下限可

为 1/4，小于传统下限 1。 

5.5. (广义)分数阶 Fourier 变换域的对数测不准原理的下限与变换参数相关 

如表 5 中下式： 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )1 1 1 1 2 2 2 2

2 22 2 2
1 2 2 1, , , , , ,

2 1 4
ln d ln d ln

1 4a b c d a b c du F u u v F v v a b a b
∞ ∞

−∞ −∞

′Γ
+ ≥ − +

Γ∫ ∫  

只要使 ( ) ( )
( )

2
1 2 2 1

2 1 4
ln 0

1 4
a b a b

′Γ
− + =

Γ
，则其下限也可以达到零。 

同理，当 1 1

1 1

0 1
1 1

a b
c d

−   
=   
  

和 2 2

2 2

1
1 1

a b
c d

ϑ ϑ −   
=   
  

时，其中
( )
( )

2 1 4
1 4

ϑ
′Γ

= −
Γ

，则其下限可为零。 

综上所述，(广义)分数阶 Fourier 变换域的时频分析可提供更好更多的选择，只要选择合适的变换参

数就可获得更高分辨率的分析，而且在某些特定情况下，信号分辨率在两个不同变换域可以极大地提高。

在信息学和量子力学中，新型变换域的熵测不准原理又可以提供新的思路，为潜在的应用提供了重要的

理论基础。 
值得注意的是，所有连续测不准原理不等式关系当等号成立时，信号几乎均为高斯类型的函数，目

前还没有发现特例。 
与此同时，我们还发现了许多有待于进一步解决的问题。 

6. 测不准原理的进一步研究问题 

对于广义域，测不准原理还有很多问题需要进一步研究，特别是离散广义测不准原理、复数信号的

广义测不准原理、多维广义测不准原理等等。 

6.1. 离散广义测不准原理 

目前所公开发表的广义测不准原理都是针对连续信号的，但离散信号与连续信号有许多不同点：首

先，在实际工程应用中离散信号的时间支撑和频率支撑都是有限的，而对于连续信号不成立[60]，因此，

广泛应用于连续信号的数学不等式[9] [15] (例如广义 Pitt 不等式、广义 Hausdorff-Young 不等式等)及其证

明方法(例如基于广义 Jensen 不等式的凹凸理论)都需要进一步完善。其次，目前离散信号的时间支撑和

频率支撑的表述还没有一个被广泛接受的统一定义，理论上尚不完善。还有，广义变换离散计算方法、

离散性质等还有待进一步分析[43]。另外，业已证明：在传统域内，高斯信号不再是离散测不准原理等式

成立的条件[61]-[65] [92] [93]。 
纵观现有的成果，在 FRFT、LCT 域所对应的离散信号广义测不准原理(包括 Heisenberg 测不准原理、

对数测不准原理、加窗测不准原理、香农熵测不准原理和 Renyi 熵测不准原理等)尚属空白，而且连续信

号和离散信号的 Tsallis 熵[66]和黑洞普朗克熵[15]广义测不准原理，目前都还没有文献涉及。 

6.2. 复数信号的广义测不准原理 

实数和复数的测不准原理在广义域内具有不同的下限[23]-[30] [53]-[59]，而这与传统测不准原理的规

律相悖[43] [45]，我们知道传统测不准原理无论是实数还是复数都具有相同的下限 1/4 或 1/16π2，那么，

实数和复数在广义域内确实存在不同的下限，是因为目前的证明和推导存在问题呢？同时现有的工作还

表明，复数信号在广义域似乎还没有得到类似于实数信号那样更为严格的下限？目前还没有公开的报道

给出明确的答案。这一问题至关重要，对于相关领域问题研究的指导性不言而喻，每一种测不准原理都

应只有唯一的准确和严密下限，否则会误导对问题的求证和理解。对于传统的四元复数，Mawardi Bahri
等[67]进行了相关讨论，不过得到的结论只是纵横方向上的一维测不准原理，并没有反映四元复数本身特

性。 
另外，由 Hilbert 变换[68]-[73] [94]和广义 Hilbert 变换[74]-[76] [94]生成的复数信号是目前信号处理
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常用的复数信号形式，而且在信号处理中具有重要的作用，但它不同于传统意义上的复数信号，目前还

没有公开的文献论述这类信号的测不准原理。 

6.3. 多维广义测不准原理 

一直以来，对于多维信号的测不准原理，通常将其投影到多个方向上的一维信号进行独立分析与处

理，例如对于图象，传统的小波变换、Fourier 变换等将其行列可分离进行变换，对应的测不准原理也就

是行列上一维测不准原理的乘积[2]-[4]。但是，有些变换方法[50] [77]行列是相关的，不可分离，需要采

取新的处理方法。实际上，多数信号在不同方向上是相关的(例如，边缘密度函数和 x，y 两个变量均相

关)，在实际工程应用多数情况可以认为它们行列近似独立。对于这类信号，必须考虑不同方向的相关特

征[88]，因此，多维广义测不准原理是这类信号的处理基础。 

6.4. 广义测不准原理的应用 

如何把测不准原理应用于多维信号分析。传统的测不准原理[2]-[20]还是广义测不准原理[23]-[30] 
[53]-[59]，已在一维信号分析中得到了广泛应用，而对于多维信号分析，如分析二维图象主要限于行列上

的独立分析，但是图象具有重要的行列相关性，人类视觉敏感频率信息，也敏感方向信息，如频率相同

而方向不同的图象很容易加以区分，因此二维信号的方向和内部维数[70] [78]也是图象的重要特征。因此，

针对多维的图象信号，如何应用测不准原理进行分辨率分析十分重要，特别是针对图像融合，如何进行

高分辨率信息的识别判读是重要的应用方向之一[79]-[85]。而且，广义一维和多维测不准原理在一维信号、

图象、视频等信号的分析和处理方面是否能够发挥重大的作用呢？[91] [95]也需要加以深入研究。 

7. 结论 

从信号处理的角度，本文对(广义)分数阶 Fourier 变换域的测不准原理进行了全面分析和综述，包括

Heisenberg 测不准原理，Shannon 熵测不准原理，Rényi 熵测不准原理，加窗测不准原理、对数测不准原

理、以及几个新的数学不等式等，给出了各种测不准原理的比对和不同表现形式，并剖析了广义测不准

原理的发展和应用现状。(广义)分数阶 Fourier 变换域的测不准原理，其下限均与变换参数有关，选择合

适的变换参数可获得更高分辨率的分析，(广义)分数阶 Fourier 变换域的时频分析也可提供更好更多的选

择，而且在某些特定情况下，信号分辨率在两个不同变换域可以极大地提高。对于广义域，还指出了广

义测不准原理尚需要进一步研究的内容和方向，特别是离散广义测不准原理、复数信号的广义测不准原

理、多维广义测不准原理等等。 
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