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Abstract 
We first use traveling wave reduction method to transform a class of KdV-type equation to ordi-
nary differential equation, and then apply Exp-Function method as well as symbolic software Ma-
thematica to obtain new accurate analytical solutions of the equation under study. Moreover, we 
draw the graphs of such solutions. 
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摘  要 

我们首先利用行波约化法将一类KdV型方程约化为常微分方程，然后运用指数函数法，并借助于数学软

件Mathematica，获得了该方程丰富的精确解析解，并绘制解的图像。 
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1. 引言 

1.1. 研究背景 

迄今为止，在很多学术领域上都存在着大量各类型非线性方程待求解的问题。然而，这类方程往往

难以得到精确解，于是非线性方程的精确求解及解法研究成了非线性科学中的前沿研究课题和热点问题。

先前，已经有不少专家学者在研究如何求解非线性方程的精确解方面做了大量有效的工作，构造出多种

有效的求解方法，如变分法，截断展开法，齐次平衡法[1] [2]，F 展开法[3]，Jacobi 椭圆函数展开法[4]，
Lie 群方法等。而非线性波动方程作为非线性方程的一个重要分支，其孤立波的特殊性质和求解方法也成

为了研究的热点。由于求解非线性波动方程没有也不可能有统一而普遍适用的方法，所以需要尝试一些

独立可行而有效的办法。 
1895 年，荷兰的特韦格教授(Korteweg)和他的学生 de Vries，在长近似波和小振幅的假设下，建立

了单向浅水波的数学模型，从而得到了经典 KDV Equation 

6 0t x xxxu uu u+ + = 。 

本文研究的是如下 KDV 型方程的精确解： 
2 0t x x x xxxu uu u u u u+ + + =+ 。                            (1.1) 

方程(1.1)在量子场论、等离子物理和固态物理中有着广泛的应用。 

1.2. 本文研究的主要内容 

本文利用行波约化的方法来探索方程(1.1)的精确解，主要思路是首先通过变量替换，将非线性偏微

分方程转化为常微分方程，然后求解所得到的常微分方程。在求解常微分方程时通常有两种方法，一是 

采用具体函数展开：如( G
G
′
)-展开法[5] [6] [7]。二是采用截断展开求解非线性方程，如本文用到的 Exp- 

函数方法。再结合使用计算机符号运算系统 Mathematica 求解代数方程组，从而得到方程的各种精确解。 
本文的内容安排如下：第二节介绍指数函数展开法在行波约化中的主要思想。第三节通过利用行波

约化方法研究方程(1.1)得到了 4 种指数函数形式的解，并画出对应的图像，观察波的传播状况。最后一

节是对本文内容的总结。 

2. 方法概述 

本节以如下的非线性偏微分方程 

( ), 0, , ,t x xx xxxP u u u u =                                (2.1) 

为例来阐述一下 Exp-函数展开法在行波约化中的应用方法，详细内容参考[8]。在方程(2.1)中，P 为

其变元的多项式，并包含非线性项和高阶偏导项，该方法的实施可分为以下几步： 
1) 首先进行行波约化，假设方程(2.1)具有行波解： 

( ) ( ),U x t U η= ，其中 –x vtη =  
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则方程(2.1)转化为自变量为 η的非线性常微分方程 

( ), , , 0Q u u u′ ′′ ′′′ =                                  (2.2) 

2) 利用指数函数展开法求解非线性方程，假设(2.2)的方程具有如下形式： 

( ) ( )
( )

exp

exp

c
nn d

p
mm q

a n
u

b m

η
η

η
=−

=−

= ∑
∑

                              (2.3) 

其中 c，d，p 和 q 为待定正整数， ma 和 mb 为待定常数。 
3) 将(2.3)代入到(2.2)中，然后平衡(2.2)中的非线性项和最高阶导数项的最高次数可以得到 p 和 c 的

关系。同理，平衡非线性项和最高阶导数项的最低次数可以得到 q 和 d 的关系。 
4) 对 c，d，p 和 q 赋特殊值，并将(2.3)代入(2.2)中可以得到关于 ( )exp iη 的方程组。之后，令 ( )exp iη

的系数为零，可得到一系列关于 ma 和 mb 的代数方程，求解这些代数方程并将结果代入(2.3)中，即可求得

(2.1)的解。 

3. 方程(1.1)求解 

本节利用上述的 Exp-函数方法来求解方程(1.1)。对于该方程，把 kx tη ω= + 代入到方程(1.1)中，可

得 
2 3 0u kuu u u ku k ukω + + + +′ ′ ′ ′ ′′′ =                             (3.1) 

假设方程(3.1)具有(2.3)形式的解，即： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

exp exp
exp exp

c d

p q

a c a d
u

a p a q
η η

η
η η

−

−

+ + −
=

+ + −




                         (3.2) 

为了确定 c 和 p 之间的关系，将(3.2)代入(3.1)后计算可得 

( )
[ ]

1

2

exp 7
exp 8

c p c
u

c p
η

η
+ +  ′′′ =

+





 

( )
[ ]

( )
[ ]

3 32

4 4

exp 3 exp 5 3
exp 4 exp 8

c p c c p c
u u

c p c p
η η

η η
+ + + +      ′ = =

+ +

 

 

 

平衡 u′′′和 2u u′的最高次数可得 p c= 。同理，通过平衡 u′′′和 2u u′的最低次数可得 q d= 。特别的，

令 1p c= = ， 1d p= = 此时，方程(3.2)可表示为 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 0 1

0 1

exp exp
exp exp
a a a

u
p b b
η η
η η

η −

−

+ + −
+ + −

=                            (3.3) 

然后将(3.3)代入到方程(1.1)中，然后令 ( )exp iη 的系数为零，即得关于待定系数 1 0 1 1 1, , , ,a a a b b− − 的代

数方程组，借助 Mathematica 软件求解这个方程组，得到如下几种情形的解。 
情形 1：得到如下形式的解 

( ) ( ) ( )
3 2

2
0

2 2
0 0

6
1e e 1 6
4

k k t kx k t k t x

b ku
b b k

− + + + −
=

+ + +
 

其中，取 0 2b = ， 1k = ，此时方程的解简化为 2 2
12

2 7e et x t xu − − +=
+ +

，其情形见图 1。 
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Figure 1. Solution for Case 1 
图 1. 情形 1 的解 

 
情形 2：得到如下形式的解 

2

3

3
4 2

0

2
0

3 2 22 2

24 e1
2

e 24e

k k t x

kt k t kx

a ku
a k

  + +  
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+
= − +

+
 

特别的，当 0 1a = ， 4k = ，方程的解简化为
67 4 67 4

1 1
12 e e

384
t x t x

u
− − +

= − +
+

，其情形见图 2。 

情形 3：得到如下形式的解 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

2
1

2 22
1 01

2
1

22 22
1 11

1 2
1 0

1 2 1 2 1 2 612 22
1 0 1

24 1 2 e

4 1 2 e 4 1 2 e

k a a k t kx

k a a k t kx b a kk a a k t kx

a b k
u a

a b k a

− + + + +

− + + + + + + +− + + + +

+
= +

+ + +
 

其中取 1 1a = ， 0 1b = ， 1k = ，此时方程的解简化为
4 4

61 53 e 3e
4

t x t x
u

− − +
= +

+ +
，其情形见图 3。 

情形 4：含有虚数的解 

( )2

3

3 1 3 2
2 4

0 0

3
2 2 22
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6 e 6e
1 3
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e 6e
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化简后展开得 

4

2 2
2 2

1 6 6e 3 6
2 2

1 36e 1 36e

t x

t tx x
u i

− −

− − − −

 
 = − + + − +
 

+ + 

 

特别的，当 0 1, 1a k= = ，方程的解化简为
4

1 3 6
2 2

6e
t x

u i
i

− −
= − − +

− +
，其情形见图 4~6，分别为其实

部、虚部、绝对值图像。 
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Figure 2. Solution for Case 2 
图 2. 情形 2 的解 

 

 
Figure 3. Solution for Case 3 
图 3. 情形 3 的解 

 

 
Figure 4. The real part of solution for Case 4 
图 4. 情形 4 的解的实数部分 
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Figure 5. The imaginary part of solution for Case 4 
图 5. 情形 4 的解的虚数部分 

 

 
Figure 6. The absolute value of solution for Case 4 
图 6. 情形 4 的解的绝对值 

4. 总结 

本文利用指数函数方法深入系统的分析了 KDV 型方程(1.1)的精确解，给出新的指数函数形式解，这

些解能够加深对该方程的理解，从而促进该方程在物理学等领域中的分析应用，因此本文的工作具有一

定的理论意义和应用价值。 
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