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Abstract 
Sequential Quadratic Programming (SQP) method is one of the most effective methods for solving 
constrained optimization problems. There is a class of subproblems during the process via SQP 
method. The subproblem which is called SQP multi-parameter subproblem is a multi-parametric 
quadratic programming. In this work, we introduce weak sharp solution set into SQP multi-pa- 
rameter subproblem. The character of weak sharp solution set is discussed. Under weak sharp 
conditions of solution set, the sufficient and necessary condition for finite convergence of feasible 
solution sequence via any algorithm is obtained. 
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摘  要 

序列二次规划方法(SQP)是求解约束优化问题的最有效的方法之一。SQP方法求解过程中产生的子问题是

一个带参数的二次规划问题(SQP多参数规划子问题)。本文在SQP多参数规划子问题中，引入了其解集弱

强的概念，讨论了弱强集的性质，并在其解集是弱强的条件下，给出了由任意算法所产生的可行解序列

有限收敛的必要与充分条件。 
 
关键词 

序列二次规划方法的子问题，多参数规划，可行解序列，弱强集，有限收敛 

 
 

1. 引言 

序列二次规划方法(SQP)是求解约束优化问题的一类最有效的方法。 
考虑带约束的最优化问题(NP)为 

( ){ }min | xf x x S∈  

其中 : nf R R→ 是连续可微函数， xS 是约束集。 
求约束优化问题(NP)的 SQP 方法是一种迭代法，它的基本思想就是：将问题中的目标函数 ( )f x 用

一个二次模型近似，从而得到问题(NP)的一个近似二次规划。求解这个二次规划，便得到问题(NP)的一

个近似解迭代点，再从这个点出发，重复以上步骤。这样通过求解一系列二次规划，便得到原问题的解

的一串近似解点列。 
设 x S∈ 是问题(NP)的当前的迭代点，通常情况下，下一步就是通过求解下列子问题来实现的。 

( ) ( ) ( ) ( )T T1min
2

s.t.

f x y x y x G y x

y S

 ∇ − + − − 
 
∈

， 

其中， f∇ 表示 f 的梯度，G 为一对称正定矩阵。此问题是一个非线性的多参数规划问题。 
多参数规划问题有着广泛的应用。仅在预测控制领域，就被广泛应用于炼油，石化，化工等生产过

程中。目前线性多参数规划的发展相对来说比较成熟，国内外学者主要研究非线性的多参数规划。关于

非线性多参数规划的研究，早期 Fiacco [1]考虑了 Hilbert 空间上的非线性多参规划，主要研究了最优性条

件，含参最优解向量的局部灵敏性分析及方向导数的计算。在 Fiacco 的基础上，Grancharova [2]考虑了 nR
空间上非线性多参规划，给出了典型的非线性规划算法 SQP 方法的 KKT 条件。M. Diehl [3]，E. S. Mostafa 
[4] [5]和V. Kungurtsev [6] [7]进一步研究了SQP非线性多参规划，根据问题的性质给出了参数解。Diehl [3]
考虑了 SQP 在每一步迭代的子问题。V. Kungurtsev [6]通过对经典 SQP 增加两次修正，给出了参数解，

得到算法的局部收敛。 
以上文献虽然利用一些方法对多参数规划问题求解，并得到了参数解，但是它们的结果都依赖于这

些具体的方法，不能保证对任意算法所产生的迭代点列是收敛的，更不能保证是有限收敛的。本文将研

究任意可行解序列的有限收敛性。 
弱强性是优化问题扰动分析的一个重要工具。在数学规划和变分不等式问题中，解集的弱强性对迭

代算法产生点列的收敛性起着重要作用。Burke and Ferris [8]给出了数学规划的解集的弱强性的概念，并
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证明解集的弱强性是逼近点算法(见[9] [10] [11] [12])与某些重要的迭代算法(见[13] [14] [15] [16] [17])具
有有限收敛性的充分条件。随后，Marcotte and Zhu [18]，Xiu 与 Zhang [19]，Zhou 与 Wang [12]相继做出

了推广与改进，并弱化条件，得到算法收敛的结果。 
本文研究序列二次规划 SQP 多参数规划子问题 mpSQP(x)： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T1min ,
2

s.t.

F x y f x y x y x G y x

y S

 = ∇ − + − − 
 

∈
， 

其中 nS R⊂ 是闭凸集， : n nF R R R× → ，对 nx R∀ ∈ ， ( ),F x ⋅ 在 nR 上连续可微。 
mpSQP(x)问题的最优解集记为 ,S S φ≠ 且 S S⊂ 。 
在此问题中，引进解集的弱强性的概念，并在其解集是弱强的条件下，给出了由任意可行解序列有

限收敛的必要与充分条件。本文结构如下。在第 2 节中给出了一些预备知识。在第 3 节对 mpSQP(x)的解

集 S 给出了弱强概念，讨论解集 S 弱强的一些性质。在第 4 节中，当 mpSQP(x)的解集 S 是弱强集时，给

出了可行解点列具有有限收敛性的充要条件。第 5 节为本文的总结。 

2. 预备知识 

在这一节里，我们将介绍本文用到的一些基本的概念。 
设 { }1, 2,N ⊆ 

是一个无限子序列， ( )1, 2,k nC R k⊂ = 
定义 

{ },
sup | ll , imim k n k k k

k N kk
C x R xN C x x

∈ →∞→∞
= ∈ ∈ =存在 与 使得 。 

{ }inf |l lm , mi ik n k k
kk k

C x R x C x x
→∞ →∞

= ∈ ∈ =存在 使得 。 

据上述定义即知 l inf supim limk k

k k
C C

→∞ →∞
⊆ 。 

设 nC R⊂ ， x C∈ ，C 在点 x 的切锥定义为 

( ) ( ) ( ){ }| , , 0, , limn k k k k k
C k

T x d R x C x x k x x dτ τ
→∞

= ∈ ∃ ∈ → ↓ →∞ − =使得 。 

C 在点 x 的正则法锥定义为 

( ) ( ){ }ˆ , ,n
CN x d R d x x o x x x C= ∈ − ≤ − ∈∣ 。 

C 在点 x 一般意义下的法锥定义为 

( ) ( )
,

ˆuplims
k k

k
C

x C x x
N x N x

∈ →
= 。 

C 的极锥定义为 

{ }| , 0,nC y R y x x C= ∈ ≤ ∀ ∈ 。 

据[20]中的命题 6.5，我们有 ( ) ( )ˆ
C CT x N x= 。 

当C 是凸集时，据[20]中的定理 6.9，我们有 

( ) ( ) { }ˆ | , 0,C CN x N x d d x x x C= = − ≤ ∀ ∈ 。 

设 nx R∈ ， x 在闭集C 上的投影定义为 

( ) arg minC y CP x y x∈= − 。 
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x 到C 的距离定义为 

( ), inf
y C

dist x C y x
∈

= − 。 

如果C 是闭集，则有 ( ) ( ), Cdist x C P x x= − 。 

设函数 ( )ψ ⋅ 在点 x C∈ 的次微分 ( )xψ∂ ≠ ∅，则 ( )ψ ⋅ 在点 x 的投影次微分定义为 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }|
C CT x T xP x P u u xψ ψ−∂ = − ∈∂ 。 

如果 ( )ψ ⋅ 在点 x C∈ 是可微的，据[20]的定理 25.1 知 ( ) ( ){ }x xψ ψ∂ = ∇ ，即此时投影次微分即是投

影梯度 ( ) ( )( )
CT xP xψ−∇ 。 

我们称序列{ }k nx R⊂ 有限收敛于C ，如果存在 0k ，当 0k k≥ 时，有 kx C∈ 。 

3. mpSQP 问题解集的弱强性 

本节我们将给出 mpSQP 问题的弱强性，及与弱强性有关的一系列定理和推论。 
考虑如下的序列二次规划 SQP 多参数子问题 mpSQP(x)： 

( )min ,
s.t.

F x y
y S∈

， 

其中， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T1,
2

F x y f x y x y x G y x = ∇ − + − − 
 

。 

nS R⊂ 是闭凸集， : n nF R R R× → ，对 nx R∀ ∈ ， ( ),F x ⋅ 在 nR 上连续可微。mpSQP(x)问题的最优解

集记为 S ， S S⊂ 。 
在给出关于 mpSQP 的弱强性定义之前，我们先来介绍一下对于约束问题，光滑的凸规划及非光滑的

凸规划中有关弱强性的定义。 
对带约束的优化问题： 

( )minimize
x S

f x
∈

， 

在光滑的凸规划中， ( )f x 是正常闭凸的可微函数，S 和 S 为非空闭凸集，其解集 S S⊂ 为 f 在 S 上

是具有模 ( )0α α > 的弱强集，当且仅当对 x S∀ ∈ 有 

( ) ( ) ( )int S S
x S

f x T x N x
°

∈

 −∇ ∈ ∩ 

。 

在非光滑的凸规划中， ( )f x 是正常的闭凸函数，S 和 S 为非空闭凸集，其解集 S S⊂ 为 f 在 S 上是

具有模 ( )0α α > 的弱强集，当且仅当对 x S∀ ∈ 有 

( ) ( ) ( )S SB f x T x N xα
°

 ⊂ ∂ + ∩  。 

其中 ( )f x∂ 是 f 的次微分。 
值得注意的是， ( )f x 光滑时，两个定义等价，此时 ( )f∇ ⋅ 在 S 上是常值向量(见[21]，推论 6)。对于

mpSQP 问题我们得到相似的结果。基于 mpSQP 问题，下面给出其解集弱强的定义。 
定义 3.1 在 mpSQP 问题中，解集 S S⊂ 称为是具有模α 的弱强集，如果存在参数 0α > ，使得对

x S∀ ∈ 有 
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( ) ( ) ( ), ,y S SB F x x T x N x y Sα
°

⊂ ∇ + ∩  ∀ ∈ 。                     (3.1) 

利用上面的定义，可以得到弱强集具有下面的性质。 
定理 3.1 在 mpSQP 问题中，对 x S∀ ∈ ，解集 S S⊂ 为具有模 ( )0α α > 的弱强集的充要条件为 

( ) ( ) ( ), inty S S
x S

F x x T x N x
°

∈

  −∇ ∈ ∩ 
  


                         (3.2) 

证明 (必要性)对 x S∀ ∈ ，因为 S 为 mpSQP 问题的弱强集，由(3.1)得到， 

( ) ( ) ( )( )0 int ,y S SF x x T x N x
°

∈ + ∩  ∇ 。 

因此 

( ) ( ) ( ), int ,y S S
x S

F x x T x N x x S
°

∈

  −∇ ∈ ∩ ∀ ∈   


。 

即 

( ) ( ) ( ), int ,y S S
x S

F x x T x N x x S
°

∈

  −∇ ∈ ∩ ∀ ∈   


。 

(充分性)对 x S∈ ，由(3.2)知 x S∃ ∈ 有 

( ) ( ) ( ), inty S SF x x T x N x
°

 −∇ ∈ ∩  。 

即 0α∃ > ，单位球 nB R∈ ，满足 

( ) ( ) ( ),y S SB F x x T x N xα
°

 −∇ ⊂ ∩   

由 x 的任意性， 

( ) ( ) ( )T,y S SB F x x T x N xα  ⊂ ∇ + ∩ 


。 

即(3.1)式成立。证毕。 
定理 3.2 若 mpSQP 问题的解集 S 是模为 ( )0α α > 的弱强集，当且仅当 

( ) ( ) ( )T, ,y S SF x x z z z T x N xα∇ ≥ ∀ ∈ ∩ 。                       (3.3) 

证明 (必要性) 
若 S 为弱强集， nB R∈ 为单位球，则在点 x S∈ 对 b B∀ ∈ ，使得 

( ) ( ) ( ),y S Sb F x x T x N xα
°

 ∈∇ + ∩  ， 

也就是 

( ) ( ) ( ),y S Sb F x x T x N xα
°

 −∇ ∈ ∩  。 

因此 

( ) ( ) ( ), , 0,y S Sb F x x z z T x N xα −∇ ≤ ∀ ∈ ∩   。 

令
zb
z

= ，上式即为 
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( ) ( )

( )

T

T

, , , ,

,

0

y y

y

z zF x x z z F x x z
z z

z F x x z

α α

α

−∇ = −∇

= −∇

≤

。 

得到 

( ) ( ) ( )T, ,y S SF x x z z z T x N xα∇ ≥ ∀ ∈ ∩  。 

即(3.3)式成立。 
(充分性) 
由(3.3)，对 x S∈ ， ( ) ( )S Sz T x N x∈ ∩ ， nB ⊂ ℜ 是单位球，存在 0α > 满足 

( )

( )

T

T

( , ), , ,

,

0

y y

y

b F x x z b z F x x z

z F x x z

z z

α α

α

α α

−∇ = −∇

≤ −∇

≤ − =

。 

即 

( ) ( ) ( ), ,y S Sb F x x T x N x x Sα
°

 −∇ ∈ ∩ ∀ ∈  。 

其中 b B∈ 任意，得到(3.1)式。证毕。 
定理 3.3 若 mpSQP 问题中的解集 S 是参数为α 的弱强集，当且仅当对 x S∀ ∈ ， x S∃ ∈ 有 

( ) ( ) ( ), , ,F x x F x x dist x Sα− ≥ 。                           (3.4) 

证明 (必要性) 对于 x S∀ ∈ ， ( )Sx P x∃ = ，且 ( ) ( )S Sx x T x N x− ∈ ∩ 。解集 S 为模为α 的弱强极小集，

( ),F x ⋅ 连续可微，又由定理 3.2 必要性， 
对 ( ) ( )S Sz x x T x N x∀ = − ∈ ∩ 满足 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

T, , ,

,

yF x x F x x F x x x x

x x

dist x S

α

α

− = ∇ −

≥ −

=

 

即得到(3.4)式。 
(充分性) 对 x S∀ ∈ ，如果 ( ) ( ) { }0S ST x N x∩ = ，则 

( ) ( ) n
S ST x N x R

°
 ∩ =  ， 

显然有 

( ) ( ) ( ),y S SB F x x T x N xα
°

⊂ ∇ +  ∩ 。 

否则，任取 0z ≠ ， ( ) ( )S Sz T x N x∈ ∩ 。 
对 *x S∀ ∈ ，有 

( ) ( )T * 0, Sz x x z T x− ≥ ∈ 。 

( ) ( )T * 0, Sz x x z N x− ≤ ∈ 。 

推出 ( )T * 0z x x− = 。 
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由此可知解集 S 是法向量为 z 的超平面 zH 的子集。 
令序列{ }kz 收敛到 z ，对正数序列{ }kα ，满足 k

kx z Sα+ ∈ 。可以得到 

( ) ( )
T

, ,
k

k k k
k k z

z zdist x z S dist x z H
z

αα α+ ≥ + = 。 

且 S 模为α ，再由(3.4)式，得到 

( ) ( ) ( )
T

, , ,
k

k k k
k k

z zF x x z F x x dist x z S
z

αα α α α+ − ≥ + ≥ ， 

( ) ( ) T, ,k k
k

k

F x x z F x x z z
z

α
α

α

+ −
≥ 。 

令 0kα → ， kz z→ ，有 

( ) ( ) ( )T, ,y S sF x x z z z T x N xα∇ ≥ ∀ ∈ ∩ 。 

因此，由定理 3.2 充分性即得 S 为弱强集，弱强参数即为α 。证毕。 

4. mpSQP 问题可行解序列的有限收敛性 

对于 SQP 子问题，文献[21]得到由任意算法所产生的可行解序列与最优解之间的距离有一个全局误

差界。本文在其解集是弱强的条件下，给出了由任意算法所产生的可行解序列有限收敛到弱强集 S 的充

分必要条件。 
定理 4.1 若 mpSQP 问题的解集 S 是模为α 的弱强集，{ }kx S⊂ ， 0 0k∃ > ， 0k k> 时， kx 有限收敛

到 S 的充要条件为 

( ) ( )( )lim , 0k
S

k k
yT xk

P F x x
→∞

−∇ =                              (4.1) 

证明 (必要性)对充分大的 0k ， 0k k> 时，有 kx S∈ ，此时有 

( ) ( ),k k k
y SF x x N x−∇ ∈ 。 

S 为凸集，由[20]中命题 6.5 和命题 6.9 知 

( ) ( )S ST x N x= 。 

因此有 

( ) ( )( )lim , 0k
S

k k
yT xk

P F x x
→∞

−∇ = 。 

(充分性) 反证法。假设存在序列{ }Kkx ，对 Kk∀ ∈ ， kx S∉ ，但是仍然有 

( ) ( )( )
K

K

lim , 0k
S

k k
yT x

k

P F x x
→∞
∈

−∇ = 。 

又 S 是闭凸集，对任一给定的 Kk ∈ ，存在 ky S∈ 满足 ( ),k k kx y dist x S− = 。 

由 S 的弱强性定义，有 
k k

k k
k k

x y
x y

α ξ θ−
= +

−
， 
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其中 ( ),k k k
y F x xξ = −∇ ， ( ) ( )k

S ST x N xθ
°

 ∩  ∈ 。 

又 ( ) ( )k k
S Sx y T x N x− ∈ ∩  ， ( )k k k

Sy x T x− ∈ ，因此 

, 0
k k

k
k k

x y
x y

θ −
≤

−
。 

那么 

( )

( ) ( )( )

, ,

, , ,

,k
S

k k k k k k
k k

k k k k k k

k k k k
k k k

yk k k k

k k
yT x

x y x y x y
x y x y x y

x y x yF x x
x y x y

P F x x

α α ξ θ

ξ

− − −
= = +

− − −

− −
≤ = −∇

− −

= −∇

 

对 Kk ∈ ， k →∞时，我们得到 0α ≤ ，矛盾。因此，(4.1)成立时，对 k →∞， kx 收敛到 S 。证毕。 
关于变分不等式弱强性的文献[12] [18]中，迭代点有限收敛的充要条件为目标函数负梯度在切锥上的

投影收敛到 0。在目标函数可微的凸规划[8]中，迭代点有限收敛等价于目标函数负梯度在切锥上的投影

收敛到 0；在目标函数不可微的凸规划[12]中，迭代点有限收敛要求目标函数负梯度在切锥上的投影收敛

到 0。同样，本文中以参数形式的 SQP 子问题为目标函数，要求函数连续可微，去掉了[8] [18]中 

( ){ }lim , 0k

k
dist x S

→∞
= 这一条件，得到迭代点有限收敛的充要条件为目标函数负梯度在切锥上的投影收敛

到 0。 
对于 mpSQP 中的 ( ),F x y ，可写为 ( ) ( ), ,F x y h x y x= − 的形式，又 ( ), 0F x y ≥ 。 
考虑变分不等式问题 

( ) ( )VIP : , 0x X h x y x∈ ∇ − ≥ 。 

mpSQP 问题就可以看做变分不等式问题的一个推广。就有如下推论： 
推论 4.1 若 VIP 问题的解集 S 是模为α 的弱强集，{ }kx S⊂ ， 0 0k∃ > ， 0k k> 时， kx 有限收敛到 S

的充要条件为 

( ) ( )( )lim 0k
S

k
T xk

P h x
→∞

−∇ = 。 

推论 4.1 即为变分不等式[18]中定理 5.2 关于 VIP 问题有限收敛的结果，且去掉了不必要的条件 

( ){ }lim ,k

k
dist x S

→∞
收敛到 0。 

5. 结束语 

本文在多参数规划的环境中分析 SQP 子问题，通过定义解集的弱强性，将弱强的概念推广到多参数

规划问题中，不拘泥于具体算法的约束，得到多参数规划最优解序列的有限收敛性。应该指出的是，在

我们这个结果的推论中，包括了现有的相关文献中在解集是弱强条件下相应的结果。此外，我们建立的

弱强的概念为许多最优化算法的有限收敛提供了更弱的充分条件。 
最近，N. H. Xiu 研究了可行集 S 为低秩集时三种不同的法锥对可行解序列的包含关系影响，下一步

我们可以针对这三种不同定义的法锥做分别的讨论。另外，弱强集与误差界关系密切，可做进一步探讨。 
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