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Abstract 
Multifunction interpolation is a classic but complex issue. Based on the previous binary graded 
interpolation research, we study the ternary graded interpolation further. Firstly, we give the de-
finition of ternary graded space, then we explore the well-posedness of the ternary interpolation 
node group in the European space. We generalize the recursive structure principle to ternary 
space, and then construct new properly posed node group by adding bevel plane. Lastly, we re-
search the problem of structuring the nodes group of ternary graded interpolation by adding 
plane and quadric surface, and show the calculation results of the practical examples by using 
MATLAB. 
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摘  要 

多元函数插值是一个经典而又复杂的问题，本文在以往二元分次插值研究的基础上，进一步对 , ,n n nP 的三

元分次插值问题进行探究。首先给出了三元分次空间的定义，进而在欧式空间中对三元插值结点组的适

定性进行了探索。将递归构造原理具体到三元空间，通过添加斜平面法来证明构造新的插值适定结点组。

然后，通过添加平面和二次代数曲面研究了构造三元分次多项式插值的适定结点问题，并使用MATLAB
软件对实际应用的例题计算结果进行了展示。 
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三元分次插值，适定结点组，三元多项式 

 
 

1. 引言 

多元函数插值一直是计算数学中的一个重要的研究课题。近些年来，人们在解决某些科学计算问题

时，常常要涉及多元函数插值问题，在许多实际问题中，常常涉及到 3R 代数(多元函数的计算，散乱数据

插值及拟合，曲面外形设计和有限元格式建立等)。这使得有关多元函数插值理论与方法的研究越来越受

到相关领域专家和学者的关注。对多元分次插值问题研究最早的是梁学章教授[1] [2]，在 1965 年，他给

出了二元分次多项式插值适定结点组的构造方法，构造出了竖线型(横线型)，十字型等各种适定结点组，

后来又给出了迭加插值法，朱平与傅凯新[3]在此基础上在文献中向高维情况做了推广，姜志敏[4]也将构

造沿平面代数曲线的插值适定结点组的方法进一步推广，有了新的发现。利用无重复分量代数曲面上的

分次插值适定结点组的构造方法，我们又得到了构造三维空间中分次插值适定结点组的递归构造方法。 

2. 基本概念及引理 

设 , ,m n l 是非负整数，且 ( ) ( ) ( ), , 1 1 1m n ld m n l= + + + ，而 ( )3 3
, , , ,m n l m n lP P R =   来表示所有关于 x 次数不超

过 m ，关于 y 的次数不超过 n ，关于 z 的次数不超过 l 三元实系数多项式空间。即 

( )3
, ,

0
0
0

|i j k
m n l ijk ijk

i m
j n
k l

P a x y z a R
≤ ≤
≤ ≤
≤ ≤

 
 
 = ∈ 
 
  

∑  

定义 1 [5]设 { } 1
nd

i i
A Q

=
= 是 3R 中的 nd 个相异点，对于一个任意给定的实数组 { } 1

nd
i i

A f
=

= ，寻找一个多

项式 ( ) ( ) ( ) ( )( )3
, , , ,m n lg X P g X g x y z∈ = 使之满足如下插值条件： 

( )i ig Q f= ， 1, 2, , ni d=                                  (1) 

如果对于每一个任意给定的实数组{ } 1
nd

i i
f

=
，方程组(1)总存在唯一的一组解，则称该插值问题是关于

多项式空间 ( )3
, ,m n lP 适定插值问题(或称该插值问题是适定的)，并称相应的插值结点组 { } 1

nd
i i

A f
=

= 为 ( )3
, ,m n lP 的一

个插值适定结点组。 
本文中，我们规定，与坐标轴 x 轴垂直的平面称为竖平面，与 y 轴垂直的平面称为纵平面，与 z 轴

垂直的平面称为横平面。 
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引理 1 [6] 3R 中的 nd 个相异点{ }
1

n

i

d
iQ

=
能够做成 P 中的适定结点组的充要条件是：{ }

1

n

i

d
iQ

=
不落在 P 中

任何一条代数曲面上。(我们称 ( ) 0g X = 为 P 中的代数曲面，如果 ( )g X P∈ 且 ( )g X 不恒等于 0 [1]。 

引理 2 [7]设 ( ) ( )1 1s sk n n l= + − + − ，其中 2s > ，{ }
1i

k
iq

=
是 l 次无重复分量代数超曲面 ( ) 0Q X = 上的

n 次分次插值适定结点组的充要条件： 
对 所 有 满 足 ( ) 0, 1, 2, ,iP q i k= =  的 , , ,

s

s
n n nP P∈





个

， 均 有 ( ) ( ) ( )P X Q X R X= ⋅ 成 立 ， 其 中

( ) , , ,
s

s
n l n l n lR X P − − −∈





个

，当 n l≥ 时。 

证明：只需证明必要性。 

设 1I Q= ， 2I P= ，若 { } 1

k
i i

q
=
是代数超曲面 ( ) 0Q X = 上的 n 次分次差值适定结点组，且

( ) 0, 1, 2, ,iP q i k= =  ，那么，在超曲面 ( ) 0Q X = 上有 ( ) 0P X ≡ ，即 ( ) ( )1 2V I V I⊂ ，由命题有

( )( ) ( )( )1 2I V I I V I⊃ 。注意到 ( ) 0Q X = 无重复分量的代数多项式，所以有 ( )( )1 1 1I V I I I= = ，另一方面

( )( )2 2 2I V I I I= = ，从而 1 2I I⊃ ，由理想的定义有 ( ) , , ,
s

s
n l n l n lR X P − − −∈





个

使得 ( ) ( ) ( )P X Q X R X= ⋅ 。证毕。 

引理 3 [5] (递归构造定理)设 µ 是 ( ), , , 2
s

s
n n nP s >





个

的适定结点组， ( )1 snµ = + ，做一个 l 次无重复分量的

代数超曲面 ( ) 0Q X = ，使其不通过 µ 中任何点，任取超曲面 ( ) 0Q X = 上的 n l+ 次分次插值适定结点组

B ，则 Bµ  必是 ( ), , , 2
s

s
n l n l n lP s+ + + >





个

的插值适定结点组。 

证明： B µ 所含点数为 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1s s s sn n l n l l n l+ + + + − + + − = + + ，恰为 ( ), , , 2
s

s
n l n l n lP s+ + + >





个

的维

数，下面证明其适定性，用反证法。 
假设点组 B µ 不是 , , ,

s

s
n l n l n lP + + +



个

的插值适定结点组，则必有不恒为零的 ( ) , , ,
s

s
n l n l n lP X P + + +∈





个

，使得

( ) 0P X = 通过 B µ 中的点。特别的， ( ) 0P X = 通过 B 中的点，注意到 B 是代数超曲面 ( ) 0Q X = 上的

ln + 次分次插值适定结点组，故有 ( ) , , ,
s

s
n l n l n lR X P + + +∈





个

使得 ( ) ( ) ( )P X Q X R X= ⋅ ，又 ( ) 0P X = 通过超曲面

( ) 0Q X = 以外的点组 µ ，则 ( ) 0R X = 通过 µ 中的点，而这与 µ 是 ( ), , , 2
s

s
n n nP s >





个

的适定结点组矛盾。证毕。 

3. 主要结果及证明 

由引理 2 具体到三元分次空间，我们可以得到： 
定理 1 设 ( ) ( )3 31 1k n n l= + − + − ，{ } 1

k
i i

q
=
是 ( )1, 2,3l l = 次无重复分量的曲面 ( ) 0Q X = 上的 n 次分次

插值适定结点组的充要条件是： 
对所有满足 ( ) 0, 1, 2, ,iP q i k= =  的 ( )3

, ,n n nP P∈ 均有如下分解： 

( ) ( ) ( )P X Q X R X= ⋅  

其中 ( ) ( )3
, ,n l n l n lR X P − − −∈ ，当 n l≥ 时。 

定理 2：设Α是 ( )3
, ,n n nP 的适定结点组， ( )31nΑ = + ，不通过Α中任何点作一个平面 0Ax By Cz D+ + + =

( , ,A B C 均不为零)，任取该平面上的 1n + 次分次插值适定结点组 β ，则 βΑ 必是 ( )3
1, 1, 1n n nP + + + 的插值适定

结点组。 
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证明：分次插值空间 ( )3
, ,n n nP 的维数是 ( )31n + ， βΑ 所含的点数为 

( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 31 1 1 1 1 1 2n n n n+ + + + − + + − = + ，这恰好是 ( )3
1, 1, 1n n nP + + + 的维数。下用反证法证明其适定性。 

假设 βΑ 不是 ( )3
1, 1, 1n n nP + + + 的适定结点组，则必有不恒为零的 ( ) ( )3

1, 1, 1n n nP X P + + +∈ 使得 ( ) 0P X = 通过

βΑ 中的点，特别地， ( ) 0P X = 会通过 β 中的点，注意到 β 是 0=+++ DCzByAx 平面上的 1+n 次分

次插值适定结点组，故有 ( ) ( )3
, ,, , n n nR x y z P∈ ，使得 ( ) ( ) ( )P X Q X R X= ⋅ ，又 ( ) 0P X = 通过 

0=+++ DCzByAx 平面以外的点组 Α，则 ( ) 0R X = 通过 Α中的点，而这与 Α是 ( )3
, ,n n nP 的适定结点组矛

盾。证毕。 

4. 具体构造方法及实验示例 

三元欧式空间中，分次插值适定结点组的构造方法如下： 
在空间中，任取一点都可以作成空间中的 0 次分次插值适定结点组，下面给出在三维空间中构造分

次插值适定结点组的两种方法。 
1) 添加平面法 
第 0 步，在空间中任取一点 0q ，它一定是 ( )3

0,0,0P 的适定结点组； 
第 1 步，不过 0q 点作一个平面，在平面上任取 7 个互不相同的点 1 2 7, , ,q q q 与 0q 一起构成 ( )3

1,1,1P 的适

定结点组； 
…… 
第 n 步，不过上面所有点，做一个平面，在这个平面上任取 23 9 7n n+ + 个互不相同的点。 
到第 n 步结束后，得到的所有的点的组合便构成 ( )3

, ,n n nP 的分次适定结点组。 
2) 添加二次代数曲面法 
第 0 步，在空间中任取一点 0Q ，它一定是 ( )3

0,0,0P 的适定结点组； 
第 1 步，不过 0Q 点，作一个二次代数曲面，在其上任取 26 个互不相同的点，与 0Q 一起构成 ( )3

2,2,2P 的

适定结点组； 
…… 
第 n 步，不过上面所有点，做一个二次代数平面，在曲面上任取 26 24 26n n+ + 个互不相同的点。 
到第 n 步结束后，得到的所有的点的组合便构成 ( )3

2, 2, 2n n nP + + + 的适定结点组。 
例题：设 ( )0 0,0,0Q = 为 3R 上任意一点， ( ) ( )3

0 0,0,01, 0,0Q P∈ ，在平面 z x y= − 上任取 7 个点， ( )1 1,1,0Q = ，

( )2 1,0,1Q = ， ( )3 2, 2,0Q = ， ( )4 2,1,1Q = ， ( )5 4,1,3Q = ， ( )6 4,3,1Q = ， ( )7 8, 2,6Q = ，且 0Q 不在平面 z x y= −

上，则 1 2 3 4 5 6 7, , , , , , ,Q Q Q Q Q Q Q Q 这八个点构成空间 ( )3
1,1,1P 的插值适定结点组。 

设 ( ) ( )3
1,1,1 1 2 3 4 5 6 7 8 1,1,1, ,p x y z a xyz a xy a xz a yz a x a y a z a P= + + + + + + + ∈ ，将相应的点代入 ( )1,1,1 , ,p x y z 并

令其为零，便得到一个 8 阶的齐次线性方程组，系数行列式如下： 
0 0 0 0 1 0 0 1
0 1 0 0 1 1 0 1
0 0 1 0 1 0 1 1
0 4 0 0 2 2 0 1
2 2 2 1 2 1 1 1

12 4 12 3 4 1 3 1
12 12 4 3 4 3 1 1
96 16 48 12 8 2 6 1

D =  
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Figure 1. The effect diagram of ternary graded interpolation  
图 1. 三元分次插值效果图 

 
由于 0D ≠ ，因此 ( ), , 0p x y z = 解唯一存在。 
设一个被插曲面 ( ) ( )2, , logf x y z x y z= + + ，将这八个点代入 ( )1,1,1 , ,p x y z 和 ( ), ,f x y z  

解得： 1 1a = ， 2
4

15
a = − ， 3

4
15

a = − ， 4 2a = − ， 5
8

15
a = − ， 6

19
15

a = ， 7
19
15

a = ， 8
8

15
a = ， 

所以确定唯一的插值曲面： 

( )1,1,1
1 4 4 1 8 19 19 8, ,

10 15 15 5 15 15 15 15
p x y z xyz xy xz yz x y z= − − − − + + − 。 

由 MATLAB 做出被插值函数与所求多项式的图像如图 1 所示。 
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