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Abstract 
By using the Melnikov function theory, we study the maximum number of limit cycles which bi-
furcate from the periodic annulus of the nonlinear center for a class of generalized Lienard diffe-
rential systems. By piecewise smooth polynomial perturbating, the estimation of the maximum 
number of limit cycles which bifurcate from the periodic annulus of this nonlinear center is ob-
tained. 
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摘  要 

利用Melnikov函数方法，我们研究从一类不连续广义Lienard微分系统的非线性中心的周期环域分支出
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极限环的最大个数问题。通过对该系统的非线性中心进行分段光滑的多项式扰动，得到了该系统从非线

性中心的周期环域分支出极限环最大个数的估计。 
 
关键词 

极限环，Melnikov函数，不连续系统，非线性中心 

 
 

1. 引言 

众所周知，希尔伯特第 16 问题就是考虑平面多项式微分系统的极限环个数问题。但是对于一般的多

项式微分系统，研究该问题是非常困难的，所以人们考虑了一些特殊的系统。比如 Lienard 微分系统 

( ) ( )
x y
y yf x g x
=

 = − −





                                  (1) 

系统(1)的极限环个数问题一直被不断地研究，并且得到了许多经典的结果，如文献[1] [2] [3]。 
在文献[4]中，作者把 Lienard 微分系统进行进一步推广，研究了下面广义 Lienard 微分系统 

( )

2 1

2 1 2 1

p

q n

x y
y x f x yε

−

− −

 = −


= +





                                (2) 

其中 p ，q 是正整数， ( )f x 是 m 次多项式，文章证明了从该系统非线性中心的周期环域最多分支出 [ ]2m
个极限环。 

然而，随着现实生活中出现许多不连续现象，越来越多的数学工作者开始研究不连续 Lienard 微分系

统的分支问题。 例如文献[5]考虑了下面不连续 Lienard 微分系统 

( ) ( )( ) ( )( )2sign ,n l m

x y

y x f x y h x y g xε

=
 = − − +





                        (3) 

其中 ( ) 1
2 0

π, tanl
l k

kh x y y x
l

−

=

  = −  
  

∏ ， 1,2,3,l = 。运用不连续微分系统的一阶平均法，得到了该系统(3) 

从中心的周期环域分支出极限环最大个数的线性估计。关于不连续微分系统更多的研究可见文献[6] [7]。 
鉴于不连续微分系统的重要性，本文讨论如下类型的不连续广义 Lienard 微分系统 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

2 1

2 1 2 1
0 1 0 1sgn sgn

q

p l

x y

y x y g x y f x f x y g x g xλ ε λ λ

−

− −

 =
  = − − − + + +  





         (4) 

其中 

( ) ( )

0

m
i j

i j
j

f x a x
=

= ∑ ， ( ) ( )

0

n
i j

i j
j

g x b x
=

= ∑ ， ( )
0

, 0,1
n

j
j

j
g x c x i

=

= =∑                  (5) 

, ,l p q 为正整数且 ( )2 1 1p k q k= − ≥， 。 
利用文献[8] 中介绍的 Melnikov 函数方法，本文考虑了系统(4)从非线性中心的周期环域分支出极限

环的最大个数问题。我们的主要结果如下： 
定理 1.1 假设 ( ){ },G x y y= ∈ ， ( )H n 为系统(4)从非线性中心 2 1qx y −= ， 2 1py x −= − 的周期环域分 

支出来的极限环的最大个数。 
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(i) 若 ( )1 2
2
np  − >   

，则 ( ) 3 2
2 2
m nH n    = + +      

； 

(ii) 若 ( )1 2
2 2
n np   ≤ − ≤      

，则 ( ) 2 2
m nH n p   = + +      

； 

(iii) 若 ( )1
2
np  − <   

，则 ( ) 2 1
2 2
m nH n    = + +      

。 

注：当 1p = 、 1q = 、 1l = 时，文献[9]同样运用 Melnikov 函数证明了该不连续微分系统从线性中心 

的周期环域可以分支出 2  1
2 2
m n    + +        

个极限环。显然，文献[9]的结果是定理 1.1 的结论(iii)的一种情 

形。结果表明：在非线性中心的扰动下产生的极限环个数总是大于等于在线性中心扰动下的极限环个数，

且极限环的个数与 y 的系数 l 是无关的。 

2. 预备知识 

在这一部分，我们将介绍定理 1.1 证明过程所运用的 Melnikov 函数。考虑平面分段近 Hamilton 系统 

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

, , , , , , , , , 0,
,

, , , , , , , , , 0

y x

y x

H x y p x y H x y q x y x
x y

H x y p x y H x y q x y x

λ ε λ λ ε λ

λ ε λ λ ε λ

+ + + +

− + + +

 + − + >= 
+ − + ≤

 

。
            (6) 

其中 0 1, , ,H P q Cε λ ± ± ± ∞< ∈  ，且 , ,H P q± ± ± 可以表示成下面的形式 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2
0 1

2
0 1

2
0 1

, , , , ,

, , , , ,

, , , , .

H x y H x y H x y O

p x y p x y p x y O

q x y q x y q x y O

λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ

± ± ±

± ± ±

± ± ±

= + +

= + +

= + +

 

对系统(6)作以下假设： 
(H1) 存在区间 ( )1 2,J h hλ = ，系统(6) 0ε = 有一族顺时针周期轨道 

( ) ( ): , , , .L h H x y h h Jλ λλ = ∈  

(H2) 各周期轨道交轴于不同的两点 ( ) ( )( )0, ,A h a hλ λ= 和 ( ) ( )( )0, ,B h b hλ λ= ，这里 

( ) ( ), ,a h b hλ λ> ，且 ( ) ( )
0

A h A hλ λ=
= 和 ( ) ( )

0
B h B hλ λ=

= 。 

在假设(H1)和(H2)下，那么，由文献[8]中的定理 1.1 和文献[10]中的引理 2.2，可以得到系统(6)的
Melnikov 函数为 

( ) ( )
( ) 

,
, d d d

,
y

A B B A
y

H A
M h q dx p y q x p y

H Bλ λ λ λ

λ

λ

λ
λ

λ

+
+ + − −

+= − + −∫ ∫                    (7) 

这里A Bλ λ 和
B Aλ λ 表示 ( ) 0L h xλ ∩ > 和 ( ) 0L h xλ ∩ ≤ 。.此时，确定系统(6)的极限环个数问题就转化

为求一阶 Melnikov 函数孤立零点个数(重根按重数计算)的问题。由文献[11]等式(7)等价于 

( ) ( ) ( ) ( )2
0 1, ,M h M h M hλ λ λ= + +Ο                            (8) 

其中 

( )


( )
( ) 

0 0

,0
d d d d ,

,0
y

AB BA
y

H A
M h q x p y q x p y

H Aλ

+
+ + − −

−=
= − + −∫ ∫  
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( ) ( )
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,
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+
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−

=

= − + + − +

 + − + + − +  

 
+ − 
  

∫ ∫

∫ ∫

∫



  

此时，对于 a C∞∈ ，函数 ( ),r x y 满足 

( ) ( )( ) ( )( )0, , 0, ,a br r a h r b hλ λ
λ λ
∂ ∂

= −
∂ ∂

                           (9) 

从文献[11]可知，若 ( ),M h λ 在区间 h Jλ∈ 有 k 个零点，则系统(6)从周期环域分支出 k 个极限环。所

以只要考虑在(8)中第一个非零 ( )iM h 的零点个数就能够得到 ( ),M h λ 的零点个数。 
在证明定理 1.1 之前，先给出一个在文献[12]的引理： 
引理 1.1 如果函数 1 2, , , :nF F F D R→ 在实数 R 上是线性无关的，那么存在 1 1, , nb b D− ∈ 和

1, , n Rβ β ∈ ,有 

( )
1

0, 1, , 1
n

i i k
i

F b k nβ
=

= = −∑   

3. 定理 1.1 的证明 

为了运用函数(8)，我们令 , ,x y y x tτ= = = −  。为了方便运算，再把 ,x y  用 x，y 表示，则系统(4)
等价于 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

2 1 2 1
0 1

0 1

2 1

sgn

sgn ,

p l

q

x y x g y x f y f y

x g y g y

y x

λ ε λ

λ

− −

−

 = + + + + + 


= −





                    (10) 

根据(8)式，系统(10)的一阶 Melnikov 函数为 

( ) ( ) ( ) ( )2
0 1, ,M h M h M hλ λ λ= + +Ο  

其中 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0

1 1 2 3 4

,

.

M h I h

M h I h I h I h I h

=

= + + +
                          (11) 

这里 

( ) ( ) ( )( )
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l
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h x f y g y y x f y g y y i

I h l H x f y H x f y
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H

λ
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λ
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−
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−

+
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∫ ∫
∫ ∫

∫

 

( ) ( ) ( )
1 1

2 2
0

d , 0, 2 , 0, 2 .
y

p pg y y A ph B ph   = = = −   
   ∫

            (12) 
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易知系统(10)是分段近 Hamilton 系统，且它的 Hamilton 函数为 

( ) ( ) ( )2 2
0

1 1, , sgn d
2 2

yq pH x y x y x g y y
q p

λ λ= + + ∫ ， 

并且当 0, 0ε λ= = 时，系统(10)有一族周期轨道 ( ) 2 2
0 2q pL h px qy pqh= + = 。在证明定理 1.1 过程中，

我们得到以下引理： 

引理 3.1 如果函数 ( )0 0M h ≠ ，则 ( )0M h 至多存在 1
2 2
m n   + +      

个孤立的正零点。对于一些多项式 0f

和 0g ，这零点的最大个数是可以取得的。且当多项式 0f 和 0g 是奇函数时，函数 ( )0M h 恒等于零。 

证明：根据(5)，(10)，（12)和格林公式，有 

( ) ( )( )


( ) ( )( )


( ) ( )


( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

0

1
2

1
0 2

2 1 2 1

2 1

22 1

20 0

1 2
0 0

2

dp

p

l l
i i i i iAB BA

l
i iL AB

m n phi ii l j
j jL phj j

m n
i i

j j j j
j j

I x f y g y dy x f y g y dy

x f y g y dy

a y x dy b y y

a J b J

− −

−

−

−= =

= =

= − + + − −

= − −

= +

= +

∫ ∫
∫ ∫
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∑ ∑





                 (13) 

通过运用格林公式和一般的 Liapunov 极坐标变换 Cs , Snp qx r y rθ θ= =  (三角函数 Cs , Snθ θ 的详细

介绍可见文献[13])，则 1 jJ 可变为 

( )

( ) ( ) ( )

( )( )
( )

( )

( )

0

1
2

2 2
1

2 2 2 2 2 1
0 0

2 112 1
22

2 2
0

2 1 d d

2 1 Sn Cs d d

2 1 2

Sn Cs d
2 1

pq

j l
j IntL

T pqh l pqj j l p q

qj l p q
qj l p q

pqpq

T j l

J l y x x y

l r r r r

l pq h

qj l p q

θ θ θ

θ θ θ

−

− − + −

+ − +
+ − +

−

= −

= − ⋅ ⋅

 
−   

 =
+ − +

∫∫

∫ ∫

∫

               (14) 

从文献[13]可知 

2 2
0

0,
Sn Cs d

0,
T j l j

j
θ θ θ− =


≠

∫
为奇数,

为偶数
                          (15) 

又根据(13)得 

( )

( )

( )
1

2 2

1
2 2

1 11
22

0,
2

2 21
,

1

ph p

ph p

j j

pj

j
yJ phj

j
j

−

+ +



  = =   +  
 +

为奇数，

为偶数

                   (16) 

令

1
pt h= ，把(15)代入(14)，再把(14)，(16)代入(13)，有 

( ) ( )
( )

( )
2 1 12 2

2 2

0 0
, 0,1,

m n
l p q

j jii q
ji j

j j
I h a t b t i

   
− +      + +

= =

= + =∑ ∑ 

                        (17) 

在系统(4)中，可知 p，q 满足 ( )2 1p k q= − ，则(17)等价于 
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( ) ( ) ( )
12 2

2 1 2

0 0
, 0,1,

m n

jii j lk l k
ji j

j j
I h a t b t i

   
       ++ − − +

= =

= + =∑ ∑ 

                        (18) 

其中 

( ) ( )( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 2 1
2

2 2 2
20

2 11
2

( )
2

2 1 2
Cs d , 0,1, , ,

2 2 1 2

2 2
, 0,1, , .

2 1 2

qj l p q
pq Ti ij l

j j

j

p
i i
j j

l pq ma Sn a j
qj l p q

p
nb b j

j

θ θ θ

+ − +

−

+

−  = ⋅ =  + − +  

 
    = =  +  

∫






            (19) 

特别地，对于 0i = ，从上面分析可知 ( ) ( )0 0M h I h= . 根据(18)式，我们可以知道函数 ( )0M h 至多有

 1
2 2
m n    + +        

个孤立的正零点。显然 ( ) ( )0 0
j ja b ， 是独立的，所以函数 ( )0M h 孤立零点的最大个数是可以 

得到的。同时根据(18)，(19)式也可以得到引理 3.2。 
引理 3.2 假设 0 0,f g 是阶数分别为 m,n 的奇函数，那么函数 ( )1M h 至多存在孤立的正零点个数 ( )H n

为 

(i) 若 ( )1 2
2
np  − >   

，则 ( ) 3 2
2 2
m nH n    = + +      

； 

(ii) 若 ( )1 2
2 2
n np   ≤ − ≤      

，则 ( ) 2 2
m nH n p   = + +      

； 

(iii) 若 ( )1
2
np  − <   

，则 ( ) 2 1
2 2
m nH n    = + +      

。 

证明：其中沿着周期轨道 ( )0L h ，我们有 2 1d
d

qy x
τ

−= − ，则由(12)得 

( ) ( ) ( )


( )


( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

1
2

1
2

1
2

1
2

2 2 2 2
2 1 0 1 02 1 2 1

2 2 11
2(2 ) 2

1 0
(2 )

2 2 11
22 2

1 0
2

d d2 1 ]

2 1 2 d

  2 1 2 d 0

p

p

p

p

l l
q qAB BA

l q

qph p

ph

l q

qph p

ph

y yI h l H x f y H x f y
x x

ql H qh y f y y
p

ql H qh y f y y
p

+ − + −
− −

− −

− +

− −

− +

 = − − + − − 

 
  = − −     

 
  + − − =     

∫ ∫

∫

∫

              (20) 

因为 0 0,f g 是奇函数，则可得 

( ) ( )( )


( ) ( )
( )

( )
1

2
1

2

2 1
222 1 2

0 0 0 0
2

d 2 d 0.p

p

l
qphl p

AB ph

qx f y g y y qh y f y g y y
p

−

−−
 
  − − = − − − =    
 

∫ ∫  

根据等式(12)得 

( )4 0I h =                                      (21) 

由上述预备知识可知 ( ),a h λ 和 ( ),b h λ 是满足下列方程的两个解 

( ) ( )2
0

10, , d .
2

ypH y y g y y h
p

λ λ+ = + =∫                          (22) 
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方程(22)两边对 λ 求导得 

( ) ( )2 1
0

0
yp y yy g y dy g yλ

λ λ
− ∂ ∂

+ + =
∂ ∂∫                           (23) 

则 

( )
( )

0
2 1

d
.

y

p

g y yy
y g yλ λ−

−∂
=

∂ +
∫                                  (24) 

根据(11)，(18)得 
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( )( )
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2

2

0
2 110, 20
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,
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p
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= ==
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∂ ∂  
  

∫

∫
                       (25) 

因为 0 0,  f g 是奇函数，所以 0 0,  f g 可以表示成 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0 02 1 2 1
0 2 1 0 2 1

0 0
, .

m n

j j
j j

j j
f y a y g y b y

   
      

+ +
+ +

= =

= =∑ ∑                        (26) 

根据前面

1
pt h= ，则从(5)，(9)，(13)，(25)和(26)式可知 
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( )
( ) ( )( )( )

( ) ( )

1 1
2 2

1
2

2 2
1 1

0 02 23 0 02 1 2 11 1
2 2

1
20

2

2 1 01
2

22 1
0 22 1

0

d d
2 2 2
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+
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其中 
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+
 = − = =  +  
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综合上述(11)，(18)，(20)，(27)式，则函数 ( )1M h 的表达式为 

( ) ( ) ( )
21 12 2 2 11 12 1 *2 2

1
0 0 0

,

m n n

j s pj lk l k
j j s

j j s
M h a t b t b t

     
          + + + −+ − − +

= = =

= + +∑ ∑ ∑

  

其中 

* * *

0 ,
2

.
i j s

s i j
ni j

b b c
+ =

 ≤ ≤  

= ∑  

函数 ( )1M h 的零点等价于 ( )11M h 的零点，且 

( ) ( ) ( )
21 12 2 211 12 *2 2

11
0 0 0

,

m n n

j p sj lk l k p
j j s

j j s
M h a t b t b t

     
          + + − ++ − − +

= = =

= + +∑ ∑ ∑

                    (28) 

为了计算函数 ( )11M h 的零点，我们按下面的情况进行分类讨论： 

第一种情况：假设 ( )1 2
2
np  − >   

，此时在(28)式中任意参数 ( ) ( )1 1 *
j j sa b b

 ， ， 是独立的，因此，根据预备

知识中的引理 1.1，我们可以知道函数 ( )11M h 至多存在 3 2
2 2
m n   + +      

个零点。 

第二种情况：假设 ( )1 2
2 2
n np   ≤ − ≤      

，在这种情况下，函数 ( )11M h 的表达式可写成 

( ) ( ) ( )
1 122 2 11 12 *2 2

11
0 0 0

,

m n
pj p sj lk l k p

j j s
j j s

M h a t b t b t

   
    −    + + − ++ − − +

= = =

= + +∑ ∑ ∑

                    (29) 

其中 
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( ) ( )

( )

1 *

1

1

, 0,1, , 2 1 ,
2

, 2 2, , .
2 2

s s

s

s

nb b s p
b

n nb s p

  + = − −    = 
    = − +       









 

我们注意到对任意参数 ( ) ( )1 1 *
j s sa b b ， ， 是独立的，从引理 1.1 我们可知函数 ( )11M h 至多可存在

2 2
m n p   + +      

个零点。 

第三种情况：假设 ( )1
2
np  − <   

，这时函数 ( )11M h 的表达式是 

( ) ( )
2 12 2

1 2 * 2
11

0 0
,

m n

sj lk l k p
j s

j s
M h a t b t

   
       ++ − − +

= =

= +∑ ∑ 

                            (30) 

其中 
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2 2

s s
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    = − +       







 

 

容易证明对任意参数 ( )1 *
j sa b ， 是独立的，因此，根据引理 1，函数 ( )11M h 至多可存在 2 1

2 2
m n   + +      

个
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零点。 
综合上述三种情况，引理 3.2 证毕。 
根据引理 3.1，假设 0 1ε λ<   ，如果 ( )1M h 不恒等于 0，那么函数 ( ),M h λ 的零点的最大个数在

引理 3 可以得到，则定理 1.1 已经得证。 

4. 结束语 

经过计算和证明，我们得到了该系统从非线性中心的周期环域分支出极限环最大个数的估计。结果

表明：在非线性中心的扰动下产生的极限环个数总是大于等于在线性中心扰动下的极限环个数，且极限

环的个数与 y 的指数 l 是无关的。 
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