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Abstract 
Based on the Adomian decomposition method and the Taylor formula，a segmented Adomian 
approximate solution of the heterogeneous aquifer model on the triangular groundwater flow re-
gion is provided. A new Adomain algorithm is provided for (initial) boundary value problem of the 
second order partial differential equation on the triangular region.  

 
Keywords 
Segmented Adomian Algorithm, Partial Differential Equation,  
Modeling of the Heterogeneous Aquifer  

 
 

地下水流区域上的异质含水层模型的分段
Adomian近似解  

温  颖，银  山* 

内蒙古工业大学理学院，内蒙古 呼和浩特  
 

 
收稿日期：2017年6月14日；录用日期：2017年7月3日；发布日期：2017年7月6日 

 
 

 
摘  要 

基于Adomian分解法和Taylor公式，给出三角形地下水流区域上的异质含水层模型的分段Adomian近似
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解。为三角形区域对应的二阶偏微分方程的边值问题提供一个新的Adomain算法。 
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1. 引言 

目前为止，研究人员们提出并发展了很多求解偏微分方程的方法，如 Lie 对称[1] [2]、Adomian 分解

法[3]、同伦摄动法[4] [5]、同伦分析法[6]、精确解方法[7] [8]等等。这些方法中，Adomian 分解法(Adomian 
Decomposition Method-ADM)是由美国数学物理学家 Georgie Adomian [3]教授提出并发展起来的一种方

法。该方法中假定方程的因变量和非线性项都能分解为级数。非线性项的分解式被称为 Adomian 多项式，

段[9] [10]研究了 Adomian 多项式的计算方法的优化。Cherruault [11]等人研究了 Adomian 分解法的收敛

性问题。Wazwaz [12]基于 Adomian 分解法考虑了奇异初值问题；D. Lesnic [13]基于 Adomian 分解法考虑

了广义 Boussinesq 问题；朱永贵[14]给出了 Adomian 逆算符方法，通过实现该算法的算例，验证了 Adomian
分解法的有效性。 

Shidfar [15]和 Patel [16]等人基于 Adomian 分解法针对矩形区域对应的偏微分方程的(初)边值问题进

行研究，并提出了不同的算法。我们[17]对矩形区域对应的偏微分方程的(初)边值问题提出了分段带权

Adomian 分解法。 
本文中基于 Adomian 分解法考虑三角形区域对应的偏微分方程的边值问题，即三角形地下水流区域

上的异质含水层模型。地下水流区域上的异质含水层模型控制微分方程为： 

( ) ( ) ( ) ( ), ,
, , , 0 600, 0g

h x y h x y
T x y T x y R x y x

x x y y
∂ ∂   ∂ ∂

+ = − ≤ ≤ ≤ ≤   
∂ ∂ ∂ ∂   

             (1) 

其中 ( ),h x y 是水头函数 [ ]L ； 210gR −= 表示月平均降雨补给 1LT−  ； ( ), 500 0.2 0.1T x y x y= − − 表示含水

层渗透系数 2 1L T−  。设附加边界条件为 

( ) ( )1600,h y f y=                                     (2) 

斜边 y x= 上： 

( ) ( )2,h x x f x=                                       (3) 

( ) ( )3,0h x f x=                                       (4) 

其中 ( )
2

1
3 102

450000 1000
y yf y = − + + ， ( )

2

2
49 100

125000 5000
x xf x = − + + ， ( )

2

3
3 13 100

500000 1875
x xf x = − + + 。 

2. 地下水流区域上的异质含水层模型的分段 Adomian 近似解 

将方程(1)改写成 
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( ) ( ) ( ) max
1 1 , 0 , 0

, , ,
g

x y

R T h T hL h L h x x y x
T x y T x y x x T x y y y

∂ ∂ ∂ ∂
+ = − − − ≤ ≤ ≤ ≤

∂ ∂ ∂ ∂
         (5) 

其中，
2 2

2 2,x yL L
x y
∂ ∂

= =
∂ ∂

。 

步骤 1：利用直线 x c= 与 y c= 先将区域 0 600, 0x y x≤ ≤ ≤ ≤ 划分成如下三块，如图 1 所示 
0 100,0 ;
100 600,0 100;
100 600,100 ;

x y x
x y
x y x

≤ ≤ ≤ ≤
≤ ≤ ≤ ≤
≤ ≤ ≤ ≤

                               (6) 

步骤 2：在 0 600, 0x y x≤ ≤ ≤ ≤ 上，在方程(5)两侧作用于 

( ) ( )6001 d d d d
600

x x x
x y y y y

x yL x x x x
y

− −
= ⋅ − ⋅

−∫ ∫ ∫ ∫
 

考虑边界条件 ( ) ( ) ( ) ( )1 2600, , ,h y f y h y y f y= = ，并令
0

n
n

h h
∞

=

= ∑ 后得到 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1
2 1 2 1

0 0

1
1

600

1 1
, , ,

n x y n
n n

g
x

x yh f y f y f y L L h
y

R T h T hL
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∞ ∞
−

= =

−

−
= + − −

−

 ∂ ∂ ∂ ∂
− + +  ∂ ∂ ∂ ∂ 

∑ ∑
                    (7) 

将函数
( )

1
,T x y

在原点 Taylor 展开，并记为：
( ) 1

2

1
, k

k
t t

T x y

∞

=

= +∑ 其中 

 

 
Figure 1. Segmented area 
图 1. 分段区域 
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那么，有 
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1

1 0

1
,

i
j
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−
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=
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( )
1

1 0

1
,

i
j

i j
i j

hh t
T x y y y

∞ −

−
= =

∂∂
=

∂ ∂∑∑                                  (9) 

由此，根据(7)-(9)构造循环公式，如下： 
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从这个循环公式得到 
2 3
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  

从而得到方程(5)与 ( ) ( ) ( ) ( )1 2600, , ,h y f y h y y f y= = 的 n 项 Adomian 近似解 
1

1
0

n

i
i

H h
−

=

= ∑  

步骤 3：在100 600, 0 100x y≤ ≤ ≤ ≤ 上，在方程(5)两边作用于算子 

( ) ( )1001
1 0 0 0 0

d d d d
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y y y
y

yL y y y y− = ⋅ − ⋅∫ ∫ ∫ ∫  

同时考虑边界条件 ( ) ( )3,0h x f x= ， ( ) ( )1,100 ,100h x H x= ，并令
0

n
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h h
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=
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根据(8)-(9)，构造循环公式 
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从这个循环公式得到(5)与 ( ) ( ) ( ) ( )3,0 , ,100 ,100Xh x f x h x S x= = 的 n 项 Adomian 近似解 
1

*
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其中100 600, 0 100x y≤ ≤ ≤ ≤ 。 

步 4：在方程(5)两侧作用于 ( ) ( )1001
2 d d d d

100
x x x

x y y y y

x yL x x x x
y

− −
= ⋅ − ⋅

−∫ ∫ ∫ ∫ ，同时考虑 
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0
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从这个循环公式得到(5)与 ( ) ( ) ( ) ( )2100, 100, , ,Yh y S y h y y f y= = 的 n 项 Adomian 近似解 

( )
1

*
3

0
,

n

i
i

H x y h
−

=

= ∑  

其中 0 100, 0 , 0,1,2x y x n≤ ≤ ≤ ≤ = 。 
最后归纳以上部分解得到整个区域上的分段近似解，如图 2 所示， 

3. 结果分析 

分段近似解 ( ),H x y 除了边界线 0y = 和 600x = 上的 0 100, 0 100x y≤ ≤ ≤ ≤ 两小段边界以外， ( ),H x y 精确

满足其余的所有的边界条件。为了表征 ( ),H x y 的近似程度，令边界误差为 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )100 1002 2
max 1 30 0

, d ,0 dBE S x y f y y S x f x x= − + −∫ ∫  

运用余函数来表示近似解在区域内任意一点处的误差 

( ) ( ),x yError h L h L h Rh Nh g x y= + + + +  

利用 ( )( ) 2

2
,EE Error h x y= 表征近似解的方程误差，其中 ⋅ 是 2L 范数。本文中得到的三项分段近似

解 ( ),H x y 的边界误差和方程误差分别为 0.00197521BE = ，

61.64279 10EE −= × 。 
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Figure 2. Segmented three-terms approximate solution ( ),H x y  

图 2. 分段三项近似解 ( ),H x y  

基金项目 

内蒙古自治区面向基金项目(2016MS0109)，内蒙古自治区高等学校科研研究项目(NJZY094)，内蒙

古工业大学重点项目(ZD201515)。 

参考文献 (References) 
[1] Bluman, G.W. and Kumei, S. (1989) Symmetries and Differential Equations. Springer-Verlag, New York.  

https://doi.org/10.1007/978-1-4757-4307-4 
[2] Yun, Y.S. and Temuer, C.L. (2015) Classical and Nonclassical Symmetry Classifications of Nonlinear Wave Equation 

with Dissipation. Applied Mathematics and Mechanics (English Edition), 36, 365-378.  
https://doi.org/10.1007/s10483-015-1910-6 

[3] Adomian, G. (1988) A Review of the Decomposition Method in Applied Mathematics. Journal of Mathematical Anal-
ysis and Applications, 135, 501-544. https://doi.org/10.1016/0022-247X(88)90170-9 

[4] He, J.H. (2000) A Coupling Method of a Homotopy Technique and a Perturbation Technique for Non-Linear Problems. 
International Journal of Non-Linear Mechanics, 35, 37-43. https://doi.org/10.1016/S0020-7462(98)00085-7 

[5] Yun, Y.S. and Temuer, C.L. (2015) Application of the Homotopy Perturbation Method for the Large Deflection Prob-
lem of a Circular Plate. Applied Mathematical Modelling, 39, 1308-1316. https://doi.org/10.1016/j.apm.2014.09.001 

[6] Liao, S.J. (1992) The Proposed Homotopy Analysis Technique for the Solution of Nonlinear Problems. Ph.D. Thesis, 
Shanghai Jiao Tong University, Shang Hai. 

[7] Fan, E.G. (2000) Extended Tanh-Function Method and Its Applications to Nonlinear Equations. Physics Letters A, 277, 
212-220. https://doi.org/10.1016/S0375-9601(00)00725-8 

[8] Yun, Y.S. and Temuer, C.L. (2011) A Further Improved Tanh Method and New Traveling Wave Solutions of 2D-KdV 
Equation. Journal of Inner Mongolia University (Natural Science Edition), 42, 604-609. 

[9] Duan, J.S. (2010) Recurrence Triangle for Adomian Polynomials. Applied Mathematics and Computation, 216, 
1235-1241. https://doi.org/10.1016/j.amc.2010.02.015 

[10] Duan, J.S. (2011) Convenient Analytic Recurrence Algorithms for the Adomian Polynomials. Applied Mathematics 
and Computation, 217, 6337-6348. https://doi.org/10.1016/j.amc.2011.01.007 

[11] Cherruault, Y. (1989) Convergence of Adomian’s Method. Kybernetes, 18, 31-38. https://doi.org/10.1108/eb005812 
[12] Wazwaz, A.M. (2002) A New Method for Solving Singular Initial Value Problem in the Second-Order Ordinary Dif-

https://doi.org/10.1007/978-1-4757-4307-4
https://doi.org/10.1007/s10483-015-1910-6
https://doi.org/10.1016/0022-247X(88)90170-9
https://doi.org/10.1016/S0020-7462(98)00085-7
https://doi.org/10.1016/j.apm.2014.09.001
https://doi.org/10.1016/S0375-9601(00)00725-8
https://doi.org/10.1016/j.amc.2010.02.015
https://doi.org/10.1016/j.amc.2011.01.007
https://doi.org/10.1108/eb005812


温颖，银山 
 

 
441 

ferential Equations. Applied Mathematics and Computation, 128, 45-57. 
[13] Lesnic, D. (2006) Blow-Up Solutions Obtained Using the Decompotion Method. Chaos, Solution & Fractals, 28, 776- 

787. 
[14] 朱永贵, 朝鲁. Adomian 分解法在求解微分方程定解问题中的应用[J]. 内蒙古大学学报(自然科学版), 2004, 35(4): 

381-385. 
[15] Shidfar, A. and Garshasbi, M. (2009) A Weighted Algorithm Based on Adomian Decomposition Method for Solving a 

Special Class of Evolution Equations. Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation, 14, 1146- 
1151. 

[16] Patel, A. and Serrano, S.E. (2011) Decomposition Solution of Multidimensional Groundwater Equations. Journal of 
Hydrology, 397, 202-209. 

[17] Yun, Y.S. Temuer, C.L. and Duan, J.S. (2014) A Segmented and Weighted Adomian Decomposition Algorithm for 
Boundary Value Problem of Nonlinear Groundwater Equation. Mathematical Methods in the Applied Sciences, 37, 
2406-2418. https://doi.org/10.1002/mma.2986 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 

期刊投稿者将享受如下服务： 

1.  投稿前咨询服务 (QQ、微信、邮箱皆可) 
2.  为您匹配最合适的期刊 
3.  24 小时以内解答您的所有疑问 
4.  友好的在线投稿界面 
5.  专业的同行评审 
6.  知网检索 
7.  全网络覆盖式推广您的研究 

投稿请点击：http://www.hanspub.org/Submission.aspx 
期刊邮箱：aam@hanspub.org 

https://doi.org/10.1002/mma.2986
http://www.hanspub.org/Submission.aspx
mailto:aam@hanspub.org

	Segmented Adomian Approximate Solution of Heterogeneous Aquifer Model of Groundwater Flow 
	Abstract
	Keywords
	地下水流区域上的异质含水层模型的分段Adomian近似解 
	摘  要
	关键词
	1. 引言
	2. 地下水流区域上的异质含水层模型的分段Adomian近似解
	3. 结果分析
	基金项目
	参考文献 (References)

