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Abstract 
This paper discusses the numerical method for a class of Fredholm integro-differential boundary 
value problems. By constructing the reproducing kernel space which satisfies the boundary condi-
tions, the simple reproducing kernel numerical approximate method is established. The paper 
describes both the exact solution obtained in the form of series and the approximate solution ob-
tained by truncating the series representation of the exact solution. Error estimation of the me-
thod was discussed. The results of numerical simulation demonstrate the validity of the method in 
the paper. 
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摘  要 

本文讨论Fredholm积分微分方程边值问题的数值方法。通过建立满足边界条件的再生核空间，获得简单

易行的再生核数值逼近方法。给出方程精确解的级数表达式，通过截断级数获得方程的近似解，并给出

了误差估计。数值模拟结果说明本文方法的有效性。 
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1. 引言 

Fredholm 积分微分方程边值问题广泛地出现在力学、物理学、化学、天文学、生物学、经济学以及

静电学[1]等科学和工程问题[2]之中。这类问题解的存在性与唯一性研究可以参见文献[3]。许多学者致力

于方程(1)的数值方法研究，这些方法包括 Adomian 分解法、变分迭代法、同伦分析法、小波法、凸方法、

泰勒级数展开法[4] [5] [6]等。这些方法各有优缺点，不断地寻找更加有效，简单的数值方法是学者们一

直关心的热点问题。 
近年来，再生核数值方法广泛地应用于微分方程边值问题的数值求解[7] [8] [9] [10] [11]，本文将建

立包含边界条件的再生核空间，在空间中讨论如下 Fredholm 积分微分方程边值问题 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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1
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∑ ∫                         (1) 

精确解的表达形式，通过截断级数给出方程的近似解，证明了近似解一致收敛于方程精确解。其中

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,i x f x h x t y xµ 是 2L 空间上的连续函数， 0,1,2σ = ， λ 是一个参数。 

2. 再生核空间 

定 义 1 [ ] ( ){ ( )( ) ( )1 1,1 iW y x y x xσσ −+ − = 是 绝 对 连 续 实 值 函 数 ， ( )0i i σ≤ ≤ 是 整 数 ，

( ) ( ) [ ]}1 2 1,1y x Lσ + ∈ − 。 

[ ]1 1,1W σ + − 是再生核空间(证明参见文献[12])，对任意的 ( ) ( ) [ ]1, 1,1y x z x W σ +∈ − ，内积和范数分别为 

[ ]
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= − − +∑ ∫ , [ ] [ ]1 11,1 1,1,W Wy y yσ σ+ +− −
= . 

定义 2 [ ] ( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( ){ }1 1
2 1,1 1,1 , 1 1 1 0W y x y x W y yσ σ σ σ σ+ +− = ∈ − − = − = 。 

[ ]1
2 1,1W σ + − 是 [ ]1 1,1W σ + − 的闭子空间(证明参见文献[12])， [ ]1

2 1,1W σ + − 是再生核空间。 [ ]1
2 1,1W σ + − 的再

生核函数为 ( ),K x t (具体表达式的确定参见文献[12])。 
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定义 3 [ ] ( ){ ( )1,1W y x y x− = 是绝对连续实值函数， ( ) [ ]}2 1,1y x L′ ∈ − 。 

[ ]1,1W − 是再生核空间，对任意的 ( ) ( ) [ ], 1,1y x z x W∈ − ，内积和范数分别为 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )1

1,1 1
, 1 1 dWy z y z y x z x x

− −
′ ′= − − + ∫ ， [ ] [ ]1,1 1,1,W Wy y y

− −
= 。设 [ ]1,1W − 的再生核函数为 ( ),R x t  

(具体表达式的确定参见文献[12])。 

3. 精确解和近似解的构造 

定义线性算子T ： [ ] [ ]1
2 1,1 1,1W Wσ + − → − 。对任意 ( ) [ ]1

2 1,1y x W σ +∈ − ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

1
0

, di
i

i
Ty x x y x h x t y t t

σ

µ λ
−

=

= +∑ ∫ , 

则方程(1)转化成如下形式： 

( ) ( )Ty x f x= ,                                     (2) 

其中， ( ) [ ]1
2 1,1y x W σ +∈ − ，当 ( ) [ ]1

2 1,1y y x W σ += ∈ − 时， ( ) [ ]1,1f x W∈ − 。 

引理 1 T ： [ ] [ ]1
2 1,1 1,1W Wσ + − → − 是有界线性算子。 

设{ } 1i i
x ∞

=
是 [ ]1,1− 上的稠密子集。 

令 ( ) ( ) ( ) ( )*, ,i i i ix R x x x T xϕ ϕ= Ψ = ，其中， *T 是T 的共轭算子。 

引理 2 假设{ } 1i i
x ∞

=
在 [ ]1,1− 上稠密，则 ( ){ } 1i i

x
∞

=
Ψ 是 [ ]1

2 1,1W σ + − 上的完全系。 

证明 注意到 
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显然 ( ) [ ]1
2 1,1i x W σ +Ψ ∈ − 。令 

( ) ( ) [ ]1
2 1,1

, 0, 1, 2,i W
y x x iσ + −

Ψ = = 
, 

其中 ( ) 1
2 [ 1,1]y x W σ +∈ − ，即得 

( ) ( )
[ ]

( ) ( ) [ ] ( )11
22

*
1,11,1

, , 0, 1, 2,i i iWW
y x T x Ty Ty x iσσϕ ϕ ++ −−

= ⋅ ⋅ = = =  . 

由{ } 1i i
x ∞

=
在 [ 1,1]− 上稠密，故 ( ) 0Ty x = 。由 1T − 的存在性可知 ( ) 0y x ≡ ，定理得证。 

我们将 ( ){ } 1i i
x

∞

=
Ψ  Gram-Schmidt 正交化，得到 [ ]1

2 1,1W σ + − 上的完全正交系 ( ){ } 1i i
x

∞

=
Ψ ，这里

( ) ( )
1

, 1, 2,
i

i ik k
k

x x iβ
=

Ψ = Ψ =∑ 
，其中， ikβ 是正交化系数。 

定理 1 假设{ } 1i i
x ∞

=
在 [ ]1,1− 上稠密，如果 ( ) [ ]1

2 1,1y x W σ +∈ − 是方程(2)的解，则 
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其中， ( ) , 1, 2,k kf x kα = = 。 

证明 ( ) [ ]1
2 1,1y x W σ +∈ − ， ( ){ } 1i i

x
∞

=
Ψ 是 [ ]1

2 1,1W σ + − 上的完全正交系，于是 
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定理 1 给出了方程(2)精确解的表达式。 
通过截断式(3)中给定的级数，得到方程(2)的近似解 

( ) ( )
1 1

n i

n ik k k
i k

y x xβ α
= =

= Ψ∑∑ ,                                (4) 

显然， ( ) ( ) [ ]1
2 1,1

0,n W
y x y x nσ + −

− → →∞。 

定理 2 假设方程(2)的解存在唯一， ( )y x 是方程(2)的解， ( )ny x 是方程的近似解由式(4)给出，则
( ) ( )i
ny x 是一致收敛的，其中 i 依次取 0 i σ≤ ≤ 的所有正整数，即 

( ) ( ) ( ) ( ) 0i i
ny x y x− → , n →∞ . 

证明 注意到 ( ) ( ) [ ]1
2 1,1

0,n W
y x y x nσ + −

− → →∞，于是当 n →∞时，有 
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类似的 
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这里 1 2,C C  是常数。 

4. 误差估计 

对于正整数 n , 在区间 [ ]1,1− 上，记 { }1 21 1n nP x x x= − = < < < = ， ( )1
21ix i
n+ = − + ⋅ ， 

( )0,1, , 1i n= − ，令 ( )11 1

2max i ii n
h x x

n+≤ ≤ −
= − = 。 
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定理  3 设 [ ]2 1,1 ,1 1kW k σ− ≤ ≤ + 是再生核空间，方程(1)的精确解 ( ) [ ]2 1,1ky x W∈ − ， ( ) ( )1ky x− 是

Lipschitz 连续的， ( ) [ ]2 1,1k
kny x W∈ − 是方程(1)的近似解，且 ( ) ( )k

kn ky x M
∞
≤ ，则 

( ) ( )
, , 0 1l l k l

kn l ky y C h l k σ−

∞
− ≤ ≤ < ≤ +                            (5) 

其中 ,l kC ， kM 是常数。 
证明 利用数学归纳法证明。 
首先，对 k 采用数学归纳法。 
假设结论对于 1k − 时成立，我们来证明对于 k 成立。 
设 1, , 1, 2, , 1j jx x x j n+ ∈ = −   ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1

1 1 1

k k k k k
kn j kn j

k k k
kn j kn j

y x y x y x y x y x

y x y x y x

− − − − −

− − −

− = − +

− + −
                    (6) 

由于 ( ) ( )1ky x− 是 Lipschitz 连续的，所以存在 0M > ，使得 

( ) ( ) ( ) ( )1 1k k
jy x y x Mh− −− ≤                                (7) 

因为 ( ) [ ]2 1,1k
kny x W∈ − ，有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 djxk k k

kn j kn knx
y x y x y t t− −− = ∫  

因此 
( ) ( ) ( ) ( )1 1k k
kn j kn ky x y x M h− −− ≤                                (8) 

给定 0ε > ，由定理 2 可知，当 n 充分大时，有 
( ) ( ) ( ) ( ) , 0,1, , 1l l

j kn jy x y x l kε− ≤ = −
                           (9) 

由(6)~(9)，得 
( ) ( )1 1

1,
k k

kn k ky y C h− −
−

∞
− ≤                                 (10) 

其次，对 l 采用数学归纳法，当 1l k= − 时，有(5)和(10)成立。 
假设当 1, 2, 3, , 1l k k k k i= − − − − + 成立，即 

( ) ( )
, , 1, , 1l l k l

kn l ky y C h l k k i−

∞
− ≤ = − − +                          (11) 

接下来，我们证明 l k i= − 的情况。 
因为 ( ) [ ]2 1,1k

kny x W∈ − ，所以有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 d
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xk i k i k i k i k i k i
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由(9)~(12)，我们有 
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j

xk i k i i i
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y x y x C h t C h l kε ε− − −
− + − +− ≤ + ≤ + = −∫   

则有 
( ) ( )

, , 1, 2, ,k i k i i
kn k i ky y C h i k− −

−
∞

− ≤ =   

定理得证。 
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Table 1. Numerical results of example 1 
表 1. 算例 1 的数值结果 

节点 
x  

精确解 
( )y x  

近似解 
( )ny x  

绝对误差 

( ) ( )ny x y x−  

−0.25 0.778801 0.772340 6.46078e−3 

−0.50 0.606531 0.606421 1.0966e−4 

−0.75 0.472367 0.472470 1.03447e−4 

0.25 1.28403 1.284076 5.05833e−5 

0.50 1.64872 1.648603 1.18271e−4 

0.75 2.117 2.117040 3.99834e−5 

5. 数值算例 

算例 1 求解下列 Fredholm 积分微分方程边值问题 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1
1

sin e d e , 1 , 1

1 e , 1 e

t xy x xy x xy x x y t t x t

y y

−

−
−

 ′′ ′+ − − = − < <


− = =

∫  

精确解 ( ) exy x = ，取 100n = ，数值结果见表 1。在表 1 中给出了算例 1 中方程近似解的计算结果和误差。 

6. 结论 

文中通过构造包含方程边值条件的再生核空间，获得了一类 Fredholm 积分微分方程边值问题的精确

解和近似解，证明了方程近似解及其导数的一致收敛性，给出了数值方法的误差估计。实验结果表明该

方法是有效的。该方法可以进一步推广到其他线性方程边值问题的求解中。 
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