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Abstract 
For decreasing the conditional number of the coefficient matrix in solving the linear equations 
with conjugate gradient methods and accelerating the convergence, it is common to use precondi-
tioned methods to find the equivalent equations, whose conditional numbers are smaller. It is re-
quired that the preconditioners should be as close as possible to the original coefficient matrix 
and their inverse matrices can be easily computed. Starting from diagonal preconditioners, we 
first compute the eigenvalue decomposition of the coefficient matrix, and obtain the optimal pre-
conditioner. However, it is of high computational complexity to do the eigenvalue decomposition. 
In this paper, we introduce three p-norm preconditioners to approximate the optimal precondi-
tioner. Comparing with the existing preconditioners, the experimental results show that the pro-
posed three diagonal p-norm preconditioners converge much faster, which demonstrates the ad-
vantages of the proposed family of preconditioners. 
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摘  要 

为了降低方程组求解中共轭梯度法系数矩阵的条件数，提高收敛速度，常用预处理方法将原方程进行等
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价转化，同时预条件子既要接近原系数矩阵，又要容易求其逆矩阵。本文从寻求对角预条件子出发，用

矩阵的特征值分解方法解出了预处理后系数矩阵特征值矩阵的显式表达，得到对角预条件子矩阵的最优

选择，并予以证明。给出了三个p-范数预条件子，将之与常用的预条件子进行对比，实例检验表明三个

p-范数预条件子的作用更优越，且使算法收敛更快。 
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1. 引言 

使用求解方程组 Ax b=  (其中 A 为 n 阶对称正定矩阵，x 为 1n× 未知向量，b 为 1n× 已知向量)，理论

上可以在 n 步之内得到精确解。但由于机器的舍入误差，可能需迭代超过 n 步才能达到所需精度的解。

尤其当 A 的条件数很大时，迭代求解过程总体收敛会很慢，因之这一优越的方法在一段时间曾被搁置。

直到引入预条件处理方法(用 1P− 乘以原方程组，得到同解方程组 1 1P Ax P b− −= )，来降低系数矩阵的条件

数( ( ) ( )1cond condP A A− << )，提高了迭代速度和稳定性，才使共轭梯度法在工程、微分方程数值求解和

最优化等领域得到广泛应用。 

2. 已有成果[1] 

预条件子(亦称条件预优矩阵)P 的选取应接近 A，且容易求逆，正对角阵为首选。此前共轭梯度法常

用的预条件子有以下三种。 

2.1. Jacobi 预条件子 

取 P D= ，其中 D 为 A 的对角阵。 

2.2. Gauss-Seidel 预条件子 

取 ( ) ( )1P D L D D Uω ω−= + + ，其中 A 被分解为 A D L U= + + ，D、L、U 为对角阵、下三角阵、上

三角阵， ( )0,2ω∈ 。当 1ω = 时即为 Gauss-Seidel 预条件子。 

2.3. 不完全 Cholesky 分解预条件子[2] 

由 Meijerink J.A.和 Van der vorst A.1977 年提出[3]。将 A 分解成 TA LL R= + ，其中 L 为下三角阵，且

与 A 有一样的稀疏性(当 0ijA = 时，有 0ijL = )。 
取 TP L L= ，或 P L= 。 

3. 目标问题 

已知矩阵 A，求矩阵 P，使得 1P A− 的条件数最小，即 

( )1ˆ arg min
P

P cond P A−=  
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4. 概念、定理与符号 

4.1. 定义(谱条件数) 

设正定矩阵 A 的特征值分别为 0iλ > ， 1,2, ,n n=  ，则 A 的谱条件数为 max

min

condA λ
λ

= 。 

4.2. 矩阵的谱分解定理 

设 n 阶矩阵 A 的特征值分别为 1 2, , , nλ λ λ ，相应的特征向量为 , 1, 2, ,i i nγ =  为标准正交向量组，即 

( )T 1,
,

0,i j i j

i j
i j

γ γ γ γ
=

= =  ≠
 

记 ( )1 2, , , ndiag λ λ λΛ =  ， ( )1 2, , , nγ γ γΓ =  ，其中， ( )1 2, , , ndiag λ λ λ 表示对角元素分别为 

1 2, , , nλ λ λ 的对角矩阵，则 A 可分解为 

T T

1

n

i i i
i

A λ γ γ
=

= = ΓΛΓ∑                                 (1) 

4.3. P A1− 的谱分解 

设 1P A− 的特征值分别为 0iµ > ，相应的特征向量为 , 1, 2, ,j j nδ =  为标准正交向量组，即 

( )T 1,
,

0,j i j i

j i
j i

δ δ δ δ
=

= =  ≠
 

记 ( )1 2, , , ndiag µ µ µΜ =  ， ( )1 2, , , nδ δ δ∆ =  ， 
由矩阵的谱分解定理 

1 T T

1

n

j j j
j

P A µ δ δ−

=

= = ∆Μ∆∑                               (2) 

5. 求解 

首先想到的是 P A= ，因 ( ) ( ) ( )1 1 1cond P A cond A A cond I− −= = = ，条件数最小。但求 1A− 和解方程组

是同一问题，当 A 的条件数很大时误差会很大，且其时间复杂度为 ( )3O n . 

5.1. 最优预条件子 

将(1)两边乘以 1P− 得 

1 1 T 1 T

1

n

i i i
i

P A P Pλ γ γ− − −

=

= = ΓΛΓ∑                             (3) 

由(2)、(3)得 
T 1 TP−∆Μ∆ = ΓΛΓ  

解得 
1 1 T TP− − −Μ = ∆ ΓΛΓ ∆                                 (4) 

1P A− 的条件数最小化问题化为 

( ) ( )11 1 1 T Tmin min min
P P P

n

cond P A cond P
µ
µ

− − − −⇔ ⇔ ∆ ΓΛΓ ∆                 (5) 
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由 ( ) ( ) ( )cond AB cond A cond B≤ ⋅ ，且 AB 与 BA有相同的非零特征值[4]， 

从而， ( ) ( )cond AB cond BA= ， ( ) ( ) ( )cond ABC cond CAB cond BCA= =  

所以 ( ) ( )T 1cond cond IΓΓ = = ， ( ) ( )( ) ( )
1T 1 T 1cond cond cond I
−− −∆ ∆ = ∆∆ = =  

(5)化为 

( )1 Tmin
P

cond P− ΓΛΓ                                  (6) 

设 1 TU P−= ΓΛΓ , 
由 ( ) ( )Tmin min

P P
cond U cond UU⇔ , (6)等价于 

( ) ( )
( ) ( )

T

1 T T T 1 T T 1

min min

min min
P P

P P

cond U cond UU

cond P P cond P P− − − −

⇔

⇔ ΓΛΓ ΓΛΓ ⇔ ΓΛΓ ΓΛΓ
 

( ) ( )2 2 2 2 Tmin minT m m

PP
cond P cond P− −⇔ ΓΛ Γ ⇔ ⇔ ΓΛ Γ                (7) 

其中 1,2,m = ，要使得(7)条件数最小化为 1，只需 
2 2 T ,m mP I m− ΓΛ Γ → →∞                               (8) 

2 2m mP−⇔ ΓΛ →Γ  

( )2 2m m
iiii

P−⇒ ΓΛ →Γ  

所以 
P = Λ                                       (9) 

否则，用反证法。 
为简单起见，不妨设 ii iP p= ， 1 2 0np p p≥ ≥ ≥ > ， 1 2 0nλ λ λ≥ ≥ ≥ > ， 0i ip λ> > ， 1, 2, ,i n=  ，

则 ( )2 2 0
m

jm m
ijij

i

P
p
λ

γ−  
ΓΛ = → 

 
，( m →∞ )， j i≥ , 

( ) ( )2 2 2 2 T

11

0 0 0
* 0 0

0 1,

* * * 0

m m m mP P m− −

 
 
 ΓΛ → ⇒ ΓΛ Γ → ≠ →∞
 
 
 





   

 

若 0i ipλ > > ， 1,2, ,i n=   

则 ( )2 2
m

jm m
ijij

i

P
p
λ

γ−  
ΓΛ = →∞ 

 
，( m →∞ )， j i≤ , 

( )2 2 T 1,m m

nn
P m−⇒ ΓΛ Γ →∞ ≠ →∞  

这与(8)矛盾，如此，就证明了(9)成立。 
因此，对角预条件子 P 的最优选择是 A 的特征值矩阵Λ，此时， 

( )1 1cond P− Λ =  

为最小。 ( )1 Tcond P− ΓΛΓ 趋向于最小值 1。 

5.2. 最优预条件子的近似替代 

在数值计算中，当 A 的特征值非常接近于 0 时，由于机器的舍入误差容限，计算机将其按 0 对待，



郭存柱 
 

 
655 

导致无法求逆。因而，寻找可逆矩阵 P 近似替代Λ。 

5.2.1. 列范数预条件子 
取由 A 的各列的 p-范数为对角元素的矩阵作为预条件子 P，即 

( ),1 ,2 ,, , , 1, 2,p np p p
P diag A A A p= =   

其中， , j p
A 表示 A 的第 j 列的 p-范数， 1,2, ,j n=  。 

分别取 1,2,p = ∞，可得以下三种不同列范数预条件子。 

5.2.2. 列绝对和(1-范数)预条件子 

取 ( )1 ,1 ,2 , 1 21 1 1
1 1 1

, , , , , ,
n n n

n i i in
i i i

P diag A A A diag a a a
= = =

 = =  
 
∑ ∑ ∑   

5.2.3. 列 Euclid(2-范数)预条件子 

取 ( ) 2 2 2
2 ,1 ,2 , 1 2 22 2 2

1 1 1
, , , , , ,

n n n

n i i i
i i i

P diag A A A diag a a a
= = =

 
= =   

 
∑ ∑ ∑   

5.2.4. 列最大模(∞-范数)预条件子 

取 ( ) ( ),1 ,2 , 1 21 1 1
, , , max , max , , maxn i i ini n i n i n

P diag A A A diag a a a∞ ∞ ∞ ∞ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤
= = 

 

当 A 为正定对角矩阵时，三个 p-范数预条件子都等于 A。 

6. 实例检验 

使用 Matlab 的预条件子共轭梯度函数 pcg 和双线性共轭梯度函数 bicg。 
实例 1. 当 A 为 13 阶 Hilbert 矩阵，x = ones(n) (n 个 1); b = A*x; cond(A) = 8.3042 × 1019，用 1-范数预

条件子1-步达精确值、∞-范数预条件子13步相对误差小于10−16、2-范数预条件子17步相对误差小于10−16，

其次是 Jacobi、Gauss-Seidel 预条件子和不用预条件子，用不完全 Cholesky 预条件子表现最差。如图 1。 
实例 2. 当 n = 1000; A = diag((1:n).^2) + diag((1:n-20).^(1/2),20) + diag((1:n − 20).^(1/2),−20); x, b 同例

1(下同); cond(A) = 1.0023 × 106，用 1-范数预条件子 2 步达精确值、Gauss-Seidel 预条件子 6 步相对误差

小于 10−16，2-范数、∞-范数、Jacobi 预条件子 17 步相对误差小于 10−16，其次是不完全 Cholesky 预条件

子，不用预条件子收敛非常慢，如图 2。 
实例 3. 当 n = 33; A = log([5:n + 4]')*([1:n].^2); cond(A) = 1.2857 × 1020，用 1-范数、∞-范数预条件子

迭代 1 步达精确值，2-范数预条件子迭代 1 步相对误差小于 10−16, 无法进行 Cholesky 分解，如图 3。 
实例 4. 当 n = 3000; A = diag(1./(3:n + 2)) + diag(1./(n − 1:1),1) + diag(1./(n − 1:1),−1); cond(A) = 1.0007 

× 103，全部预条件子表现都优越，且用 1-范数、2-范数、∞-范数预条件子表现最好，1 步达到精确值，

如图 4。 
实例 5. 当 n = 2000; A = magic(n); A非正定, cond(A) = 8.5285 × 1020，其它方法无法进行，用 1-范数 1

步迭代达精确值，不用预条件子迭代 10 步相对误差小于 10−15，如图 5。 
实例 6. 当 n = 1000; A = diag((1:n)) + diag(sin(1:n − 3),3) + diag(sin(1:n − 3), −3) + diag(sin(1:n − 20),20) 

+ diag(sin(1:n − 20),−20) + diag(cos(1:n − 100), 100) + diag(cos(1:n − 100),−100); cond(A) = 1.3568 × 103，

Gauss-Seidel 预条件子表现优越，迭代 16 步误差即小于 10−18，其次是不完全 2-范数、∞-范数、Jacobi、
1-范数、Cholesky 预条件子，不用预条件子收敛非常慢，如图 6。 
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Figure 1. Figure of instance 1 
图 1. 实例 1 图 

 

 
Figure 2. Figure of instance 2 
图 2. 实例 2 图 

 

 
Figure 3. Figure of instance 3 
图 3. 实例 3 图 
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Figure 4. Figure of instance 4 
图 4. 实例 4 图 

 

 
Figure 5. Figure of instance 5 
图 5. 实例 5 图 

 

 
Figure 6. Figure of instance 6 
图 6. 实例 6 图 
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7. 算法复杂度 
共轭梯度法的算法复杂度取决于矩阵与向量乘积的次数，如恰当设计程序使每步迭代只有一次矩阵

与向量的乘法，在矩阵稀疏时，时间复杂度为
4
3O n

 
  
 

。而使用预条件子的共轭梯度法大大降低了复杂度， 

节省了计算的时间成本，提高了运算速度和精度。其中用列范数预条件子方法迭代次数远远小于矩阵阶

数 n。考虑到两矩阵乘积、矩阵与向量乘积的复杂度，对稀疏矩阵而言，列 Euclid 范数、Gauss-Seidel 范 

数、不完全 Cholesky 分解预条件子的复杂度都是 ( )2O n ，而列最大模、绝对和预条件子复杂度为
4
3O n

 
  
 

。 
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