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Abstract 
In this paper, we mainly study the characteristic polynomial of the generalized Laplace matrix of 
several kinds of graphs. The adjacency matrix of a simple graph with n vertexes represented by 
A(G), D(G) represents the vertex degree diagonal matrix of graph G. The Laplace matrix of G is 
( ) ( ) ( )L G D G A G= − , the generalized Laplace matrix is set to ( ) ( ) ( )kL G kD G A G= − . We can know 

the promotion of the k are taken −1, 0, 1. That is, the corresponding results of the unsigned Lap-
lace matrix, adjacency matrix and the Laplace matrix. 
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摘  要 

本文主要研究几类图的推广的拉普拉斯矩阵的特征多项式。用A(G)表示有n个顶点的简单图G的邻接矩阵，
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D(G)表示图G的顶点度对角矩阵。图G的拉普拉斯矩阵为 ( ) ( ) ( )L G D G A G= − ，推广的拉普拉斯矩阵设

为 ( ) ( ) ( )kL G kD G A G= − 。根据完全图和二部图的推广的拉普拉斯矩阵的特征多项式的结果，可以知道

推广式中k分别取−1、0、1时，即是无符号拉普拉斯矩阵、邻接矩阵、拉普拉斯矩阵的相应的结果。 
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1. 引言 

本文讨论的图均为简单、有限的无向图。未定义的术语和符号参见[1]。设 G 是一个图。V(G)和 E(G)
分别表示图 G 的顶点集和边集，A(G)是图 G 的(0,1)邻接矩阵(这里，当顶点 vi 和 vj 相邻时， 1ija = ，当顶

点 vi 和 vj 不相邻时， 0ija = 。) ( ) ( ) ( )L G D G A G= − 称为拉普拉斯矩阵(Laplace)， ( ) ( ) ( )Q G D G A G= + 称

为无符号的拉普拉斯矩阵,其中 D(G)为图 G 的顶点度对角矩阵，简记为 D；A(G)为图的邻接矩阵，简记

为 A。多项式 ( ) ( )LG In L Gλ λ= − 和 ( ) ( )QG In Q Gµ µ= − 分别为拉普拉斯矩阵的特征多项式和无符号

拉普拉斯矩阵的特征多项式(其中 I 为单位方阵)。 
谱的方法是研究图理论的重要方法[1]。图的相关矩阵(邻接矩阵、拉普拉斯矩阵、无符号拉普拉斯矩

阵等)的研究是图论研究的一个活跃领域，人们通过研究图矩阵的特征值与特征向量[2] [3]解决图上的问

题以及与图有关的实际问题。目前对邻接矩阵[4]、无符号拉普拉斯矩阵[5]和拉普拉斯矩阵[6] [7]及其谱

[8] [9] [10]方面的研究结果已经有很多。 
设 kL kD A= − ，易知 kL 是拉普拉斯矩阵的自然推广。本文给出了完全图和二部图的推广拉普拉斯矩

阵的特征多项式和特征根。并且当 kL kD A= − 中的 k 分别取−1、0、1 时，很容易得出无符号拉普拉斯矩

阵、邻接矩阵、拉普拉斯矩阵的相应的结果。 

2. 推广的拉普拉斯矩阵的特征多项式 

2.1. 完全图的推广的拉普拉斯矩阵的特征多项式 

定理 1：设 G 是具有 n 个顶点的完全图，则它的推广拉普拉斯矩阵 Lk 的特征多项式为 

( ) ( )( ) ( ) 1
1 1 1 1

n
kL k n k nλ λ λ

−
= − − − − − −        

证明：因为 G 是完全图，则图 G 的推广拉普拉斯矩阵的特征多项式为 

( )

( )
( )

( )

( )

1 1 1 1
1 1 0 0
1 0 1 0

1 0 0 1

k n k

k n
k n

L I L k n

k n

λ
λ

λ λ λ

λ

− −
− −

= − = − −

− −

�
�
�

� � � � �
�

              (1) 

计算 ( )kL λ ，首先需把(1)式中第 2 至 n 行同时加到第 1 行，即可提出公因子 ( )( )1 1k nλ − − −  得： 
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( ) ( )( )
( )

( )

( )

1 1 1 1
1 1 0 0
1 0 1 01 1

1 0 0 1

k

k n
k nL k n

k n

λ
λλ λ

λ

− −
− −= − − −  

− −

�
�
�

� � � � �
�

               (2)

 
将(2)式中的第一行乘以−1 加到第 2 至 n 行，得： 

( ) ( )( )
( )

( )

( )

1 1 1 1
0 1 1 0 0
0 0 1 1 01 1

0 0 0 1 1

k

k n
k nL k n

k n

λ
λλ λ

λ

− − −
− − −= − − −  

− − −

�
�
�

� � � � �
�

           (3)

 
再将(3)式根据行列式的上三角计算公式可得： 

( ) ( )( ) ( ) 1
1 1 1 1

n
kL k n k nλ λ λ

−
= − − − − − −        

易得， ( )kL λ 的特征根如下： 

( )( ) ( )1 2 31 1 , 1 1nk n k nλ λ λ λ= − − = = = = − +�

 

在完全图中 kL kD A= − ， k 取值不同，会有以下性质： 
(1) 当 0k = 时， 0L A= − ，其特征根与邻接矩阵的特征根互为相反数。 
(2) 当 1k = 时， 1L D A= − ,此矩阵就是拉普拉斯(Laplace)矩阵。 
(3) 当 1k = − 时， ( )1L D A− = − + ，其特征根与无符号的拉普拉斯矩阵互为相反数。 
(4) 当 2k = 时， 2 2L D A= − ，得到的是推广的拉普拉斯矩阵，其特征多项式与特征根分别如下：

 

( ) ( ) ( ) 1
1 2 1

n
kL n nλ λ λ

−
= − − − −       ， 1 2 31, 2 1nn nλ λ λ λ= − = = = = −�  

2.2. 二部图的推广的拉普拉斯矩阵的特征多项式 

定理 2：设 ( ),G U V E= ∪ 是具有 n 个顶点的二部图，其中(U,V)是 G 的一个二分类， 1U n= ， 2V n= ，

则其推广的拉普拉斯矩阵 Lk 的特征多项式为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 11 1 2 2
1 2 1 2 1 21n n

kL kn kn kn kn k n nλ λ λ λ λ− −  = − − − + + −   

证明：因为 G 是二部图，则图 G 的推广拉普拉斯矩阵的特征多项式为： 

( )

2

2

1

1

0 1 1

0 ... 1 1
1 1 0

1 1 0

k n k

kn

kn
L I L

kn

kn

λ

λ
λ λ

λ

λ

−

−
= − =

−

−

� �
� � � � � �

�
� �

� � � � � �
� �

                    (4) 

计算 ( )kL λ ，首先需将(4)式根据行列式的特征将其分成四块，可得： 

( )k

A B
L

C D
λ =

 
那么子行列式 A，B，C，D 分别如下： 
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� � �
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根据分块矩阵的行列式计算式 ( ) 1
kL A D CA Bλ −= ⋅ − ，并且此时的行列式 A 必须可逆，所以得： 

( ) ( ) 1

21

2

1

2

1 0
0 1 1 1 ... 1

... ... ...
0 1 1 1 1 ... 10

n
k

knkn
L kn

kn
kn

λλ
λ λ

λ
λ

 
 −−            = − −           −      
 − 

�
� �

� � � � � � � � �
� �

�

      (5) 

(5) 式根据矩阵的运算(即相乘和相减)可得： 

( ) ( ) 1

1 1 1
1

2 2 2

1 1 1
1

2 2 22

1 1 1
1

2 2 2

n
k

n n nkn
kn kn kn

n n nkn
kn kn knL kn

n n nkn
kn kn kn

λ
λ λ λ

λ
λ λ λλ λ

λ
λ λ λ

− −
− −

− − −
− −

− −
− − −= −

− −
− −

− − −

�

�

� � � �

�

              (6) 

根据(6)式可得它与一种特殊的行列式相同(对角线上的元素为 a，其余的都为 b)，根据其计算公式

( ) ( )1 1a n b a b n+ − − −   可得最终的特征多项式为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 11 1 2 2
1 2 1 2 1 21n n

kL kn kn kn kn k n nλ λ λ λ λ− −  = − − − + + −   

并且易得出其特征根如下： 

( ) ( )22
1 2 1 2 1 2

1

4
2

k n n k n n n n
λ

+ − − +
= ,

22 3 1n knλ λ λ= = = =�  

2 1 21 1 2n n n knλ λ+ + −= = =� ,
( ) ( )22

1 2 1 2 1 24
2n

k n n k n n n n
λ

+ + − +
=

 

在二部图中 kL kD A= − ， k 取值不同，会有以下性质： 
(1) 当 0k = 时， 0L A= − ，其特征根与邻接矩阵的特征根互为相反数。 
(2) 当 1k = 时， 1L D A= − ,此矩阵就是拉普拉斯(Laplace)矩阵。 
(3) 当 1k = − 时， ( )1L D A− = − + ，其特征根与无符号的拉普拉斯矩阵互为相反数。 
(4) 当 2k = 时， 2 2L D A= − ，得到的是推广的拉普拉斯矩阵。 

根据定理 2 及其二部图的特性可以得出以下两个推论 
推论 1：在二部图 ( ),G U V E= ∪ 中， 1 1U n= = ， 2 1V n n= = − 时，此时的图为星图，其推广的拉

普拉斯矩阵的特征多项式为： ( ) ( ) ( )2 2 2 2 1n
kL k kn k n k nλ λ λ λ−= − − + − − + 。 

易得其特征根如下： 
2 2

2 2
1 1

2 4
kn k n k n k nλ = − − + + − ， 2 3 1n kλ λ λ −= = = =� ，

2 2
2 2 1

2 4n
kn k n k n k nλ = + − + + −  

推论 2：在二部图 ( ),G U V E= ∪ 中， 1 2U n n= = ， 2 2V n n= = 时，此时是均匀分布的二部图，
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其推广的拉普拉斯矩阵矩阵的特征多项式为： ( )
2 2

21 4
4 2 2

n

k
kn knL nλ λ λ

−      = − − −      
         

。 

易得其特征根如下： 

1 2 2
n kn

λ = − ， 2 3 1 2n
kn

λ λ λ −= = = =� ，
2 2n
n knλ = +

 
3. 总结 

本文是在拉普拉斯矩阵 L D A= − 的基础上将其自然推广成 kL kD A= − ，给出了完全图和二部图的推

广的拉普拉斯矩阵的特征多项式及其特征根，并且由推广的拉普拉斯矩阵直接得出与邻接矩阵 A、拉普

拉斯矩阵 L、无符号的拉普拉斯矩阵 Q 的特征多项式以及它们的特征根之间的关系。 
本文定义的推广的拉普拉斯矩阵及其特征多项式的研究结果，可以作为今后研究网络的结构、网络

的划分以及网络的连通度等方面的有力工具。 
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